32.

Mat. BSc. Linearis és absztrakt algebra vizsgadolgozat, II1. rész 2023. julius 13.
NEV: NEPTUN AZONOSITO:

II1. rész (30 perc). Az aldbbi két tétel kizil egyet (és csak egyet) kell kivdlasztani. A teljes
bizonyitds leirdsa 6sszesen 6 pontot ér. A wvdlaszt a tuloldalon is folytathatja.

31. Egy A linearis transzformacié kiilonb6z6 sajatértékeihez tartozo sajatvektorok linearisan

fiiggetlenek.
Bizonyitds. Legyenek a vy, ...,v, vektorok az A kiilonb6z6 sajatértékeihez tartozd sajatvek-
torok, azaz A(v;) = N, v; # 0 és a Ay, ..., \, kiilonb6z skalarok. A tételt n szerinti teljes

indukciéval bizonyitjuk. Ha n = 1, akkor az egyetlen v; vektorbol allo6 vektorrendszer va-
l6ban linearisan fiiggetlen, mivel v; # 0. Tegyilik most fel, hogy n > 2 és (n — 1)-re igaz
az allitds. Azt kell belatnunk, hogy ajv; + -+ + a,v, = 0 csak tgy lehet, ha mindegyik «;
egylitthato 0. Mindkét oldal A-nal vett képét tekintve 0 = A(0) = A(aqvy + -+ + auv,) =
a1 A(vy)+- - FaA(vn) = ar v+ - @A, = @ AU+ Fap A\ — A (v 4 - Fapy,) =
ar( A — Ap)vr 4+ a1 (A1 — An)vp—1. Az indukcios feltevés szerint itt minden egyiitthato
0. Mivel \; # A\, hai=1,....,n—1, ezért oy = -+ = «,,_1 = 0. Végiil az marad, hogy
a,v, = 0, tehat a,, = 0 is teljesiil.

Egy A linearis transzforméacié minden sajatértéke gyoke a minimélpolinomjanak.

Bizonyitds. Legyen A az A-nak egy sajatértéke, azaz valamely v # 0 vektorra A(v) = Av.
Jelolje m(z) = % + ¢j_12* 1 4+ -+ 4+ 17 + ¢o az A minimalpolinomjat. Ekkor m(A) = A* +
1 AP 4 A4l =0 (ahol I az identikus leképezés, 0 a mindent a nullvektorba
képez§ transzorméacio). Teljes indukcioval konnyen lathato, hogy A7(v) = Mo, igy 0 = 0(v) =
(AR 4 AR 4o A+ o) (v) = AR (V) + e 1 AR (0) + -+ A) + ol (v) = Mo +
N T+ e M+ v = m(A)v. Mivel v # 0, ezért m(A\) = 0 valoban teljesiil.

OSZTALYZATOK: Elégtelent az kap, akinek az elsé vizsgarészb6l nincs 7 pontja, vagy a md-
sodik vizsgarészbdl nincs 8 pontja, vagy akinek a hdrom rész S dsszpontszdma kisebb, mint 17.
A tobbiek osztdlyzata:

Osztdlyzat
17 < S < 21 2
21 < § < 24 3
24 < § < 27 4
27 < § < 36 5




