Mat. BSc. Linearis és absztrakt algebra vizsgadolgozat, II1. rész 2023. junius 29.
NEV: NEPTUN AZONOSITO:

II1. rész (30 perc). Az aldbbi két tétel kizil egyet (és csak egyet) kell kivdlasztani. A teljes
bizonyitds leirdsa 6sszesen 6 pontot ér. A wvdlaszt a tuloldalon is folytathatja.

. Két altér osszegének dimenzidja.

Tétel. Legyen U és V két altér egy véges dimenzids vektortérben. Ekkor dim(U + V) =
dim(U) + dim(V) — dim(@U N'V). (1 pont)

Bizonyitas. Vegyik U NV egy wy,...,w, bazisat (k = dim(U NV)) (1 pont). Egészit-
siik ezt ki egyrészt U egy wy, ..., Wy, Uy, ..., up bazisava (k + ¢ = dim(U)), masrészt V egy
Wi, .y W,y V1, - -+, Uy bazisava (k+m = dim(V)). (1 pont). Belatjuk, hogy wy, ..., wg, uy, ..., uy,
vy, ..., U, bazist alkot az U + )V altérben. Valoban generatorrendszere, hiszen barmely u + v €
UV vektor elGall (cqwi+- - -+agwi+Frus+- - -+ Boue) +(wi+- - -+ ajwp+y101 4 - -+ YmUm) =
(o +a))wy+ -+ (ap +af)wg + frug + - -+ Boug + 7101+ - - -+ Ym Uy, alakban. (1 pont) Nézziik
a linearis fiiggetlenséget! Ha aqwi +- - -+ agwi + Brug + - - -+ Beug+ 7101+ - -+ Ym¥m = 0, akkor

aqwy + -+ apwy + Brug 4+ -+ Loy = =101 — - - — YU, € UNY, tehat felithato wy, ..., wy
linearis kombinaciojaként is. De mivel wy, ... wy, uy, ..., up, vy, ..., v, fliggetlen vektorrend-
szer, ezért az elGallitas egyértelmi, tehat 5y = --- = B, = 0. (1 pont). Innen azt kapjuk, hogy

1wy + - 4 apwg + Y101 + -+ YU, = 0, ami ezen vektorok fiiggetlensége miatt arra vezet,
hogy az itteni egyiitthatok is mind nulldk. (1 pont) Es persze k+{(+m = (k+/{)+ (k+m) — k.
(Ezért mar nincs pont.)

. Az A € Hom(U, V) linearis leképezés magterének és képterének dimenzioja kozotti osszefiiggés.
Tétel. Ha U véges dimenzios, akkor dim(ker A) + dim(Im A) = dim(U). (1 pont)

Bizonyitas. Vegyiik ker A egy wy, ..., wy, bazisat (k = dim(ker A)). (1 pont) Egészitsiik ki U egy
Wiy .oy Wiy UL, . . ., Uy, Dazisava (k +m = dim(U)). (1 pont) Belatjuk, hogy A(ui),..., A(un)
bazis az Im A képtérben. Generatorrendszere a képtérnek, hiszen ha u € U, akkor felirhato v =
aywi+- - agwg+Prur+- - -+ By, alakban és igy minden képtérbeli vektor, A(u) = A(oqw;+
ctagwiptLrug e+ Bnty) = ar A(wy) 4 - FagA(wg)+ 01 A(uy) 4+ - A B A(um) = BrA(ur)+
o+ BnA(uy). (1 pont) Nézziik a linearis fiiggetlenséget! Ha 51 A(u1) + -+ + B A(unm) = 0,
akkor A(Biuq + -+ + Bmiy) = 0, tehat Siug + - - + Bpu, € ker A. Ennélfogva felirhato ker A
bazisvektorainak linearis kombinaciojaként, vagyis alkalmas egyiitthatokkal Byui+- - -+ B, =
1wy + - - -+ apwg. Mivel az itt szerepld vektorok U bazisat alkotjak, ezért a felirds egyértelmi,
a baloldalon a w;-k, a jobboldalon az u;-k egyiitthatoja nulla, ezért oy = -+ = o = 0 és
fr="+=Pm=0. (2 pont). Tehat dim(Im A) = m, s igy dim(ker A) + dim(Im A) =k +m =
dim(U). (Ezért mar nincs pont.)

OSZTALYZATOK: Elégtelent az kap, akinek az elsé vizsgarészbdl nincs 7 pontja, vagy a md-
sodik vizsgarészbdl nincs 8 pontja, vagy akinek a hdrom rész S dsszpontszama kisebb, mint 17.
A tobbiek osztdlyzata:

Osztdlyzat
17 < S < 21 2
21 < § < 24 3
24 < § < 27 4
27 < 5 < 36 5




