LINEARIS ES ABSZTRAKT ALGEBRA — normal szintii el6adas
TAJEKOZTATO A VIZSGAKROL

Az irasbeli vizsgak id6pontjai: junius 1, 15, 29 és julius 13. Minden alkalommal csiitor-
toki napon 10:00-t61 12:00-ig a Loczy Lajos teremben (0.804), ahol a keddi elGadasok is
voltak. A vizsgak el6tti online konzultaciokrol és a dolgozatjavitas utani betekintésekrél
a Neptunban lesz informaci6é. Az el6adasok oéravazlata, a vizsgan szerepl6 bizonyitasok
valasztéka, valamint korabbi félévek vizsgadolgozatai Kiss Emil professzor ir honlapjan
(https://ewkiss.web.elte.hu /wp/wordpress/oktatas/faliujsag/) talalhatok.

Eredményes felkésziilést!

ORAVAZLATOK
2022/23. 11. felév

2023.02.28.

Ismétlés: testek (definicio, példak). Vektortér (axiomak, példak: Tm, T T[z], fiiggvé-
nyek, sorozatok, hatvanyhalmaz Fy {616tt). Az axiomak egyszert kovetkezményei (soktagi
asszociativitas és kommutativitas, v +v = v = v = 0, nullvektor és ellentett egyértelmii-
sége, \v =0 <= (A =0vagy v=0), —v = (—1)v). Lineéaris kombinéaci6. Linearisan
fiiggetlen vektorrendszer. Linarisan Osszefiiggé vektorrendszer. Amelyik vektornak az
egylitthatoja nem 0, az kifejezhets a tobbi linearis kombinaciojaként.

2023.03.02.

Altér. Alterek metszete altér. (Véges sok vektor altal) generalt altér, elemei a linearis
kombinaciok. Generatorrendszer. Ha fiiggetlent kiegészitve Osszefiigg6t kapunk, akkor az
4j vektor kifejezhetd linearis kombinacioként. Ha egy vektorrendszer linearisan fiigget-
len, de nem generatorrendszer, akkor kiegészithetG egy adott generatorrendszer alkalmas
tagjaval, hogy fiiggetlen legyen. Kicserélési tétel. Kovetkezmény: fiiggetlen rendszer
elemszdma < generatorrendszer elemszama. Bazis. Minden bézis azonos elemszama.
Dimenzio.

2023.03.07.

Fiiggetlen vektorrendszer kiegészithetG bazissa. Generatorrendszerbdl kivalaszthatd bé-
zis. Dimenzionyi fiiggetlen vektor, ill. generatorrendszer bazis. Altér dimenzidja. Vektor-
rendszer rangja. Alterek Osszege. Két altér 6sszegének dimenzioja. Direkt Gsszeg (két- és
tobbtagu). Kiegészitd altér. Linearis leképezés, linearis transzformacio, példak. Keépteér,
magteér.

2023.03.09.

Két vektor képe azonos <= kiilonbségiik a magtérben van. dim KerA + dimImA =
dim V. Bazis képe elGirhato. Hom(U, V) vektortér, ennek dimenzidja.

2023.03.14.

Linearis leképezések szorzasa, miiveleti tulajdonsagok, kommutativitas nem teljesiil. Iden-
titas I;. A € Hom(U,V) bal-/jobbinverze. Ha mindketts van, akkor megegyeznek, jelo-
lése A~1. Van balinverz <= KerA = {0}, azaz A injektiv; egyértelmt, ha ImA =V
is, azaz A bijektiv. Van jobbinverz <= ImA = V), azaz A sziirjektiv; egyértelmd, ha
KerA = {0} is, azaz A bijektiv. Izomorfizmus. Izomorf vektorterek. Bal-/jobboldali
nulloszto, feltétele (KerA # {0}, ill. ImA # V).
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2023.03.16.

Vektor koordindtai adott bazisban, jeldlése [v] (oszlopvektor). Linedris leképezés métrixa.
[A(v)] = [A][v], Osszeg, skalarszoros matrixa. Szorzat matrixa. Attérési matrix (egyik
bazisrol masikra). Leképezés matrixa j bazisokban S™'[A]R.

2023.03.21.

10
Valaszthatok olyan bazisok, hogy a matrix [0 1 alakt. Vetités (projekcio). Sajat-
vektor, sajatérték, sajataltér. Kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok linearisan
fiiggetlenek. Karakterisztikus polinom det(xl — A). Nem fligg a bazis valasztasatol. Mat-
rix nyoma (tr(A)). A sajatértékek a karakterisztikus polinom gyokei.

2023.03.23.

Egy alkalmazas: Fibonacci-sorozat. Linearis transzformacio, illetve matrix behelyettesi-
tése polinomba. Minimélpolinom. Egy polinomba behelyettesitve 0-t kapunk <= a
polinom oszthaté a minimalpolinommal. Cayley—Hamilton-tétel (csak kimondva, bizo-
nyitas nélkiil).

2023.03.28.

1. zarthelyi dolgozat.

2023.03.30.

Minden sajatérték gyoke a minimalpolinomnak. A minimalpolinom b&vebb test felett
nem valtozik. Diagonélis méatrix minimalpolinomja. Invarians altér. Ha AB = BA,
akkor Ker(B) és Im(B) A-nak invarians altere; specialis eset: B = p(A) (p € T[z]). Ha
A miniméalpolinomja p(z)q(x), ahol a két tényezs relativ prim, akkor V' = Ker(p(A)) &
Ker(q(A)) A-invarians alterek direkt Osszege, és A-t az alterekre megszoritva a kapott
lineéris transzformaciok minimalpolinomja p(x), illetve ¢(x).

2023.04.04.

Diagonalizalhaté matrix, illetve linearis transzformacié. A diagonalizalhatosag feltétele:
a minimélpolinom kiilonb6z6 gyoktényezsk szorzatara bomlik T'[z]-ben. Nilpotens transz-
formacio. Ha A* = 0 de A*~! # 0, azaz van olyan v vektor, amelyre A*~!(v) # 0, akkor v,
A(v), A%(v), ..., AF"1(v) linearisan fiiggetlenek. Komplex szamtest folétti véges dimen-
zi6s vektorterek linearis transzformacidinak Jordan-féle normalalakja (bizonyitas nélkiil).
T test folotti V vektortéren értelmezett B : V x V — T bilinearis fiiggvények. Bilinearis
fiiggvény matrixa, B(u,v) = [u]"[B][v]. Attérés 1j bazisra, [B]gp = S'[B]|zS. Szimmet-
rikus bilinearis fiiggvények. Kvadratikus alakok, bilinearis fliggvény altal meghatarozott
Q(v) = B(v,v) kvadratikus alak. Ha T karakterisztikdja nem 2 (azaz 1+1 # 0 T-ben), és
B szimmetrikus, akkor B(u, v) = $(Q(u+v) —Q(u) —Q(v)). (A tovibbiakban feltessziik,
hogy char T' # 2.) Minden kvadratikus alakhoz létezik egyetlen szimmetrikus bilinearis
fiiggvény, melybdl megkaphato.

2023.04.06.

Ha B szimmetrikus, akkor alkalmas bazisban [B] diagonalis. B-ortogonalis bazis, a Gram—
Schmidt ortogonalizacio.



2023.04.11.

Valos eset: alkalmas bazisban az atloban +1, 0, —1 allhat. Sylvester tehetetlenségi téte-
le. Elfajul6, nem-elfajulo; pozitiv (negativ) definit, illetve szemidefinit, valamint indefinit
kvadratikus alakok (ill. bilinearis fliggvények, matrixok). A pozitiv definit matrixok jel-
lemzése a féminorok determinansaval. Valos euklideszi tér, skalaris (bels6) szorzat (u,v).

Ortonormélt bazis (ONB). Azonos dimenzios euklideszi terek izomorfak. Ha by,....b,
ONB, akkor v = Y " (b;,v)b;. Linearis transzformaci6 matrixanak elemei (b;, A(b;)).
Vektorok hossza: |[[v]] = y/(v,v) = /> (bi,v)?. Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-
egyenlétlenség.

2023.04.13.

Vektorok szoge. Haromszog-egyenlGtlenség. Merdleges (ortogonalis) vektorok. Orto-
gondlis altér: U*+. Ha U véges dimenzids, akkor V = U ® U*. Linearis fiiggvények
elgallitasa v — (u,v) alakban. Kapcsolat a véges dimenzios euklideszi tér bilinearis
fiiggvényei és linearis transzformacioi kozott: B(u,v) = (u, A(v)). Adjungalt leképezeés:
(A" (u),v) = (u, A(v))-

2023.04.18.

Az adjungalas tulajdonsagai: (A + B)* = A* + B*,(MA)* = M\A* (AB)* = B*A*, I* =
I,(A7)* = (A*)~1, (A*)* = A. Ortogonélis transzformécio: (A(u ) A( ) = (u,v) <=
A* = A71. Matrixa ONB-ben ortogonalis matrix, azaz [A]T = [A]7}. ONB-r6l ONB-re
attérés matrixa ortogonélis. Az ortogonalis transzforméciok csoportot alkotnak. Minden
ortogonalis transzformaciohoz talalhatoé olyan ONB, amelyben a matrixa blokk-diagonélis,
cosa —sina blokkokbol all ssze (csak kimondva,
sina cosa

bizonyitas nélkiil). FEuklideszi tér szimmetrikus transzformacioja: A* = A. Matrixa
ONB-ben szimmetrikus. Fétengelytétel: Minden szimmetrikus transzforméacidhoz van
olyvan ONB, amelyben a méatrixa diagonélis.

1 X 1-es (+1 vagy —1) és 2 X 2-es {

2023.04.20.
Csoport definicidja. A csoportaxiomék egyszerd kovetkezményei: tobbtényezGs szorzat
tetsz6legesen zéarojelezhetd; az egységelem (e) és az inverz egyértelmd; (zy)™' =y~ 'z

egyszer(isitési szabaly, ax = b és xa = b egyértelmiien megoldhat6. Permutécié, permuta-
ciok szorzasa, szimmetrikus csoport: Sym(X), ill. S,. Diédercsoport: D, (|D,| = 2n).

2023.04.25.

ONLINE ELOADAS! Altalanos linearis csoport GL(V), GL(d, T). Részcsoport. Példak:
{A € GL(V) | U A-nak invaridns altere}; ortogonalis csoport. Részcsoportok metsze-
te részcsoport. Generdlt részcsoport. Hatvanyok, a hatvanyozas azonossagai. Ciklikus
csoportok. Elem rendje, 2" = 2*¥ <= n = k (mod zrendje). Ciklikus csoportok
részcsoportjai. Bal- és jobboldali mellékosztélyok, példa: Ds-ban kiilonb6zék. A csoport
felbontasa mellékosztalyokra, index. Lagrange-tétel. Az elemek rendje osztdja a csoport

elemszamanak, Vo € G : 2/¢l = e, Euler-Fermat-tétel.
2023.04.27.

Homomorfizmus csoportok kozott (¢ : G — H). Kép, mag, p(z) = ¢(y) <= zKer(p) =
yKer(yp). Norméaloszto, faktorcsoport, természetes homomorfizmus.
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2023.05.02.

Konjugélas (x — gzg™!), N normaloszt6 <= Vg € G,V € N : grg' € N. Izo-
morfizmus, izomorf csoportok. Homomorfizmus-tétel. Permutéacidocsoport. Cayley-tétel.
Permutaciocsoport palyai (orbitjai), pont stabilizatora, |G(z)| = |G : G.|. A palyak
szama = a fixpontok atlagos szama.

2023.05.04.

Ismétlés: gyird, test. Specialis gytrik: kommutativ, egységelemes, ferdetest. Homomor-
fizmus gyirtik kozott. Kép, mag, ideal, faktorgyidrd. F&ideidl kommutativ egységelemes
gytriben. Z-ben és T[z]-ben (T test) minden ideal f6ideal. Z/(m) test <= m prim-
szam. T[z]/(f(z)) test <= f(zx) felbonthatatlan.

2023.05.09.

2. zarthelyi dolgozat.

2023.05.11. Eotvos-nap, tanitasi sziinet.
2023.05.16.

Résztest, testbdvités, testbovités foka. Szamtestek. Algebrai és transzcendens szamok,
pl. m és e transzcendens szamok (bizonyitas nélkiil). Algebrai szAm miniméalpolinomja,
foka. Ha C-nek egy egységelemes részgytirtje Q folott véges dimenzids, akkor résztest. A
Q(a) egyszerd algebrai bévités elemei. Az algebrai szamok testet alkotnak. Kvaterniok
ferdeteste.

2023.05.18.

Komplex bilinearis (méasnéven sesquilinearis) fiiggvények: B(A\u,v) = AB(u,v). Koleso-
nosen egyértelmi megfeleltetés a komplex bilineéris fiiggvények és a kvadratikus alakok
kozott. A kvadratikus alak pontosan akkor lesz minden vektorra valos értéki, ha a komp-
lex bilinearis fliiggvény Hermite-féle, azaz B(v,u) = B(u,v). A valos szimmetrikus biline-
aris fiiggvényekre vonatkozé definiciok (pl. pozitiv definit) és tételek (pl. Sylvester tétele)
megfelel6i Hermite-féle bilinearis fiiggvényekre. Komplex euklideszi tér. Vektor normaja.
ONB, skaléris szorzat felirdsa ONB-re vonatkozo koordinatakkal. Cauchy-Bunyakovszkij—
Schwarz-egyenlGtlenség, haromszog-egyenlGtlenség.

2023.05.23.
3. zarthelyi dolgozat.
2023.05.25.

P

sagai, az adjungalt matrixa ONB-ban. Normalis transzformécio (AA* = A*A). Pontosan
akkor van A sajatvektoraibol allo ONB, ha A normalis (bizonyitas nélkiil). Onadjungalt
transzformacio: A* = A. Onadjungalt <= normalis amelynek sajatértékei valos sza-
mok. Unitér transzformécio: U* = U~!'. Ekvivalens tulajdonsagok: (1) U unitér; (2)
U normalis és sajatértékei 1 abszolut értékd komplex szamok;(3) Vu,v : (U(u),U(v)) =
(u,v); (4) Yo : [UW)|| = ||v[l; (5) U valamely ONB-t ONB-be képez; (6) U barmely
ONB-t ONB-be képez.



