Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
A 13. eldadas-didhoz tartozo feladatsor

1. Az alabbi fiiggvények koziil melyek multiplikativak, melyek additivak?
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A(n) = og(p) han = p®, ahol p prim és o > 1,
0 egyébként.

2. Létezik-e olyan f(n) multiplikativ fiiggvény, amely az f(1) = 1 értéket kivéve csak negativ
értékeket vesz fel?

3. Legyenek f(n) és g(n) nem azonosan nulla multiplikativ fiiggvények. Bizonyitsuk be,
hogy h(n) = f(n) 4+ g(n) nem multiplikativ!

4. A torok szultan bortonében szaz cella van, minden celldban egy-egy rab senyved. A szul-
tan gy dont jokedvében, hogy néhany rabot szabadon bocsat. Alaphelyzetben minden cella
zarva van, ugyanaz a kulcs nyitja mindegyiket, és a kulcsot csak egyetlen iranyba lehet for-
gatni (egy forditéas kinyit, két forditas djra bezar). A szultan elkiild egy &rt, hogy forditson
egyet minden zaron. Aztan elkiild egy masikat, hogy forditson minden méasodikon. Es igy
tovabb, a szazadik 6r csak a szézadik ajto zarjan fordit (A rabok nem vesznek semmit észre
és nem szoknek meg). A szazadik 6r akcioja utan amelyik cella ajtaja nyitva van, onnan a
rab tavozhat. Hany rab fog szabadulni, és honnan?

5. A 100-nal kisebb szamok koziil melyiknek van a legtobb osztoja?
6. Igazoljuk, hogy ha p és 2P — 1 egyszerre primszam, akkor 2P~1(2F — 1) tokéletes szam.

7. Bizonyitsuk be, hogy az a és b pozitiv egészekre d(ab) < d(a)d(b), és egyenlség csak
akkor teljesiil, ha (a,b) = 1.

8. Bizonyitsuk be, hogy d(n) < n/2 + 1, tovabba d(n) < n/3 + 2, stb. Hol végzdédik a
sorozat?
9. Oldjuk meg a o(x) = x + 3 egyenletet.
10. Bizonyitsuk be, hogy ha n > 2 egész szam, akkor o(n) < 2nlogn.
11. Igazoljuk, hogy d(n) + ¢(n) < n+ 1. Mikor van egyenlGség?
12. Mely egész szdmokra teljesiil, hogy p(n?) = p(n) + 107
13. Szémitsuk ki -, , u(d)% értékét explicit képlettel (v6. Mobius-megforditas, 29. dia).
14. Mikor lesz o(p*) négyzetszam? (A p prim.)
Az alabbi feladatok megoldasahoz olvassuk el a 27. dian talalhaté Hensel-lemmat.
15. Oldjuk meg a 322 + 5z — 2 =0 (12) és az 3 + x + 3 = 0 (125) kongruenciékat.

16. (*) Tegyiik fel, hogy p paratlan prim és p t a. Igazoljuk, hogy az 22 = a (p) kongruencia
gy gy gazol] gy g

pontosan akkor oldhaté meg, ha az x*> = a (p") kongruencia minden n > 1-re megoldhato.

17. (*) Legyen a = 1 (8). Mutassuk meg, hogy az x? = a (2") kongruencia minden n > 1-re
megoldhato.

18. (*) Igazoljuk, hogy o(n)p(n) < n? —1 és o(n) + ¢(n) > 2n. Mikor all egyenlGség?



