1. Oszthatésag

Szorzatra bontas
Oldjuk meg az x® — 192 + 30 = 0 egyenletet.

23 — 192 4+ 30 = (z — 2)(x — 3)(x + 5), igy a megoldasok 2, 3, —5. Ha mar
tudunk egy megoldast, a gyoktényezs kiemelheté (Horner). De hogyan lehet
megtippelni egy gyokot?

Ha d gydk, akkor d(d® — 19) = d® — 19d = —30. Igy ha d egész szam, akkor
osztoja a 30-nak. Vagyis a 30 osztoit érdemes kiprobalni.

Kozépiskola: 30 = 2 - 3 -5 a primszamokra vald felbontas. Ezért a lehetséges
osztok: 1, 2, 3, 5,2-3, 2-5 3-5, 2-3-5, valamint ezek ellentettjei.
Honnan tudjuk, hogy nincs mas oszt6?

Mik 2% — 192 + 30 oszt6i R[x]-ben? Hany normalt osztoja van?

Valasz: a szamelmélet alaptétele (egész szamokra és polinomokra).

Oszthatosag szamokra és polinomokra

Definicié (FGy1.1.1)

Azt mondjuk, hogy a b egész szam o0sztdja az a egész szamnak, ha van olyan ¢
egész szam, hogy a = bq. Jele: b | a. Ilyenkor a tébbszorise b-nek. Ha b nem
osztdja a-nak, annak jele bt a.

A nullanak minden szam osztoja. A nulla csak 6nmagénak osztoja.

Definici6é (K3.1.3)
Azt mondjuk, hogy g € R[z] osztdja az f € R[z] polinomnak, ha van olyan
q € R[z], hogy f = gq. Jele: g | f. Ha g nem oszt6ja f-nek, annak jele g1 f.

Példa: x + 1 | 22 — 1, hiszen 22 — 1 = (z + 1)(x — 1).

2z | 322, hiszen 32? = 22((3/2)z) és (3/2)z € Rlz].

z 1 2 + 1, mert ha volna olyan ¢ € R[z], hogy = + 1 = zq(x), akkor x = 0-t
helyettesitve 1 = 0 adddna.

Primekre bontas pozitiv egészekre

Kozépiskolaban igy tanultuk

Egy p > 1 egész szam primszam, ha csak 2 pozitiv oszt6ja van: 1 és 6nmaga.
Minden 1-nél nagyobb egész szam sorrendtdl eltekintve egyértelmiien felirhato
primszamok szorzataként.

Az egyértelmiség azon mulik, hogy ha p primszam, és p | ab, akkor p | a vagy
p | b. Ez a primtulajdonsdg. A kovetkezd dian igazoljuk ezt a tulajdonsagot az
als6 tagozaton tanult maradékos osztds segitségével.

A polinomok egész gyokeinek meghatarozasihoz a negativ osztokat is figyelembe
kell venni, példaul 23 — 192 + 30-nak kiilonben kifelejtenénk a —5 gyokét.

Ezért a kés6bbi didkon modositjuk a fenti fogalmakat tgy, hogy negativ egé-
szekre is és polinomokra is jol mikodjenek.



A primtulajdonsag bizonyitasa

Tétel (FGy1.4.3)
Ha p > 1-nek csak 2 osztoja van: 1 és 6nmaga, akkor primtulajdonsdgi: p | ab
esetén p | a vagy p | b.

Tegyiik fel, hogy p nem osztéja sem a-nak, sem b-nek, és erre azt a példat
valasztottuk, ahol ab a lehets legkisebb. Tehat van egy a x b oldala téglalap egy
kockas papiron, amelynek a teriilete oszthato p-vel.

Ha a > p lenne, akkor egy p x b-s csikot levagva kisebb ellenpéldat kapnank.
Ezért a < p, és hasonlbéan b < p.

Vegyliink egy p x b-s téglalapot, és vagdossunk le a x b-s csikokat, ameddig lehet.
Egy r x b-s téglalap marad, ahol r < a, ennek a teriilete is oszthatd p-vel. Ha
r = 0 lenne, akkor a | p, de p felbonthatatlan és a < p, tehat a = 1, azaz
p | ab="0. Ha r # 0, akkor rb < ab ellentmond ab minimalitasanak. O
Kulcs: a (p : a) maradékos osztds (ahol r a maradék).

Az oszthatosag tulajdonsagai

Allitas (FGy1.1.5)
Legyenek a, b, ¢ tetsz6leges egész szamok (negativak is lehetnek).

(1) Minden a-ra a | a (reflexivitds).

(2) Haa|bésb|c, akkor a | ¢ (tranzitivitds).
(3) Haa|bésa]|c, akkor a | b+ c.
(4)

4) Ha a | b, akkor a | kb, s6t ka | kb minden k egészre. Megforditva, ha
k # 0, akkor ka | kb-bél a | b kovetkezik.

HF, K3.1.4: Igazoljuk a fentieket szamok helyett polinomokra is.

Az oszthatosag nem szimmetrikus: a | b-b8l nem kovetkezik b | a. Példaul 2 | 4,
de4t2.

HF: Haa | b és b | a, akkor a és b oszthatdsag szempontjabol egyforman visel-
kednek: ugyanazok az osztoik is, a tobbszoroseik is.

2. Egységek és felbonthatatlanok

Asszocialtak és egységek

Definici6é (v6. K3.1.7)
Az a és b egész szamok asszocidltak, ha egymas osztoi, jele a ~ b.

Definicié (FGy1.1.2)
Az e egész szam egység, ha minden egész szamnak osztoja.
HF: Ehhez elegend§ feltenni, hogy e | 1.



Tétel (FGyl1.1.3), HF
Az egész szamok k6zott az egységek az 1 és a —1.

Tétel (FGyl.1.5/(iii), K3.1.10), HF
Két egész szam akkor és csak akkor asszociélt, ha egymas egységszeresei, vagyis
ha egyenl6k vagy ellentettek.

Egységek a polinomok kozott

Definicié (K3.1.9)
Azt mondjuk, hogy a g € R[z] polinom egység, ha minden R[z]-beli polinomnak
osztoja.

Allitas (K3.1.11)
R[x] egységei a nem nulla konstans polinomok.

Bizonyitas

Egy g(x) € Rz] polinom pontosan akkor egység, ha osztéja a konstans 1 poli-
nomnak, azaz ha van reciproka R[z]-ben. Korabban belattuk, hogy ezek ponto-
san a nem nulla konstans polinomok. O

HF: C[z] és Q[x] egységei is a nem nulla konstans polinomok, mig Z[z] egységei
csak a =1 konstansok.

3. Felbonthatatlanok és primek

Egyértelmii felbontas és egységek

A 6 szam ,egyetlen” szorzatra bontasa 6 = 2 - 3. De valojaban
6=2-3=3-2=(-2)-(-3) =(-3)-(—2). S6t még
6=1-6=6-1=(-1)-(—6)=(-6)-(-1).

Tehat az ,egyetlen” felbontas valojaban nyolcféle. Az elsé négy felbontés csak
a tényezGk sorrendjében, illetve egységszeresben kiillonbozik. A maéasodik négy
pedig ,nem érdekes”; trividlis, mert egységet emeltiink ki.

Definici6é (K3.1.12)
Az a = bc felbontas trividlis, ha a és b valamelyike egység.

Az a € Z trivialis felbontasai a = 1-a = a-1 = (—1)-(—a) = a-(—1). Ha e egyseég,

akkor van olyan f, hogy ef = 1. Ekkor az a egy trivialis felbontésa: a = (af)e.
Példa: 22 +1 = (3/2)((2/3)2? 4 (2/3)) egy trivialis felbontas.



Felbonthatatlan szamok

Definicié (FGy1.4.1)

A p egész szam felbonthatatlan, ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis
felbontasa. Masképp: p-nek pontosan négy osztoja van az egészek kozott:

1, =1, p és —p.

+2,43,4£5, 47, £11,+13,£17, .. .. Ezeket (pontosabban koziliik a pozitivakat)
kozépiskolaban primszamnak hivtuk, mert lattuk, hogy primtulajdonsdgiak.

Tétel (FGyl1.4.3, belattuk)
Ha p € Z felbonthatatlan, és p | ab, akkor p | a vagy p | b.

Adunk egy (elss olvasasra kihagyhato, nehezebb) példat, ami mutatja, hogy ez
a tétel miért nem nyilvanvalo. A tételt késGbb levezetjiik a legnagyobb kozos
osztd tulajdonsagaibol is.

Példa nem prim felbonthatatlanra*

Adott n egészre keressiik az x? + 5y? = n egész x, y megoldasait. Ehhez az
a + biy/5 alakt szamok R halmazat érdemes vizsgalni, ahol a,b € Z. Ezek
korében ugyanigy defindlhatoé az oszthatosag, mint egészekre és polinomokra,
és a tulajdonsagai is hasonléak. Nyilvan 2-3 =6 = (1 +iv/5)(1 —iV/5).

Allitas (F10.3.5, K3.1.34)

R-ben az egységek csak a 1. A 2, 3 és 1+4+/5 is felbonthatatlan, és paronként
nem asszocialtak. A 3 nem primtulajdonsagi, mert osztoja (14 iv/5)(1 —iv/5)-
nek, de nem osztdja egyik tényezdének sem.

A bizonyitas Stlete: Legyen N(a + biv/5) = a? 4 5b%. Ekkor «, 8 € R esetén

N(aB) = N(a)N(B). Ezért ha a = a + biv/5 egység, akkor a? + 5b% = 1, igy
a=+1. Ha 3 = af, akkor 9 = N(3) = N(a)N(B). De a? + 5b* # 3.

4. A maradékos osztas

A maradékos osztas tétele egész szamokra

Tétel (FGy1.2.1)
Ha a, b egész szamok, és b # 0, akkor van olyan ¢ és r egész, hogy a = bq + r és
0<r<|bl. Ez a q és r egyértelm.

Itt a az osztandd, b az 0sztd, q a hdnyados, r a maradék. Also tagozaton tanultuk,
hogy az osztés tényleg elvégezhetd.

Bizonyitas (létezés)

Tekintsiik az ...,a — 2b,a — b,a,a + b,a + 2b, . .. sorozatot. Analizisbdl tudjuk,
hogy ez nem korlatos sem alulrél, sem foliilrél, ezért van két olyan szomszédos
tagja, ami kozrefogja a nullat. Ha b > 0, a — b(¢ — 1) < 0, de a — bg > 0, akkor
ez a q és r = a — bg megfelels, hiszen a —b(¢ —1) = r—b < 0. Ha b < 0,
a—>blg+1) <0,dea—0bg >0, akkor ez a g és r = a — bg megfelels, mert
a—blg+1)=r+b=r—|b <O0.



A maradékos osztas egyértelmiisége

Tétel (FGy1.2.1)
Ha a, b egész szamok, és b # 0, akkor van olyan ¢ és r egész, hogy a = bq + r és
0 <r<|bl. Ez a q és r egyértelm.

Bizonyitas (egyértelmiiség)

Ha a = bg; +r1 és a = bga + 12, ahol 0 < 71,19 < ||, akkor b(q1 — q2) = 12 — 71.
De [rg — 71| < |b] és |b(g1 — g2)| = [b], kivéve ha ¢1 — g2 = 0.

Ekkor r1 = a — q1b6 = a — g2b = rs. O

Néha hasznos tugy osztani, hogy a maradék lehessen negativ is, és az abszolut
értéke legyen a lehet legkisebb. Elérhetd, hogy |r| < |b|/2 teljesiiljon
(FGyl.2.1A, HF.)

A valos egylitthatos polinomok korében is elvégezhets a maradékos osztas. Ezzel
a témaval késdbb foglalkozunk (K3.2.1).

5. Osszefoglalo

A 8. el6adashoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak

Oszthatosag szamokra és polinomokra (FGyl.1.1, K3.1.3). Asszocialt, egy-
ség (FGyl.1.2, K3.1.7, K3.1.9). Trivialis felbontas (K3.1.12). Felbonthatatlan
szam, primtulajdonsag (FGyl.4.1, 1.4.2).

Tételek

Oszthatosag (FGyl1.1.5, K3.1.4). Asszocialtak és egységek (FGy1.1.3, 1.1.5/(iii),
K3.1.10, 3.1.11). Felbonthatatlan egész prim (FGyl.4.3). Maradékos osztas
(FGyl.2.1).



