1. Komplex egységgyokok

Az 1 szam n-edik gyokei

Definicié (K1.5.3, K1.5.4)

Az 1 szam n-edik gyokeit n-edik egységgyokoknek nevezziik.

Ezek a cos(2km/n) + i sin(2km/n) szamok, ahol k € Z. Osszesen n darab n-edik
egységgyok van.

1 =1(cos0° 4 isin0°)

2k 2k
V/r(cosa+isina) = Q/F(cosu —ﬁ—isinu)

(keZ)
Példa

A negyedik egységgyokok a kiovetkezok.

cos(2m/4) +isin(2n/4) = 0+4+1li = 4.

cos(4m/4) + isin(dr/4) = —-1+0i = —1.

cos(6m/4) + isin(6n/4) = 0—1i = —i.

cos(87w/4) + isin(8r/4) = 1+0i = 1.

A hatodik egységgyokok

Példa
A hatodik egységgyokok a kovetkezok.
g1 = cos( 21/6) +isin( 27/6) = 1/2+i/3/2.

g9 = cos( 4m/6) +isin( 47/6) = —1/2 +i/3/2.
ez = cos( 67/6) +isin( 67/6) = —1.
g4 = cos( 87/6) +isin( 87/6) = —1/2 —i\/3/2.
€5 = cos(10m/6) + isin(107/6) = 1/2 —iv/3/2.
eg = cos(127/6) + isin(127/6) = 1.
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Szabéalyos hatszoget alkotnak.

Gyokvonas egységgyokok segitségével

Allitas

Legyen € = cos(2km/n)+isin(2kt/n). Ekkor e, = ¥. Az n-edik egységgyokok
a cos(2m/n) + isin(27/n) hatvanyai. A k tetszGleges egész, negativ is lehet.

Tétel (K1.5.4)
Ha a z # 0 szamnak wy az egyik n-edik gyoke, akkor epwg (k= 1,2,...,n) az
Osszes n-edik gyoke. Vagyis wq-t végig kell szorozni az n-edik egységgyokikkel.



Bizonyitas
w = z <= w" = wj) < (w/wy)"” = 1, akkor és csak akkor, ha w/wgy egy
n-edik egységgyok. Ha w/wg = ey, akkor w = epwy. O

2. Geometria a komplex szamsikon

A haromszig-egyenlGtlenség

A haromszég-egyenlStlenség (K1.4.3)

Minden z,w € C-re |z 4+ w| < |z| + |w|. Egyenidség pontosan akkor all, ha z és
w parhuzamosak, és egyenl allastak, azaz z = rw vagy w = rz alkalmas valos
r > O-ra.

Bizonyitas
Haromszog-egyenlGtlenség az O AC haromszogre. O

Két pont tavolsaga

Allitas (K1.4.7)
Minden z,w € C-re a z és w tavolsaga |z — w|.

B
<~
w
w
A
z
0
<~
w
D
Bizonyita‘ls_> N
Legyen z = OA és w :@. Ekkor z —w = BA , hiszen w + (z — w) = z. De
z — w hossza |z — w. O



Forgatas pont koriil
Mi a z pont w korili +90 fokos elforgatottja?

K1.4.5: Az r(cos « + isin «) szammal szorzas forgatva nyijtds: « szoggel forgat
az origd koriil és r-szeresére nyujt az origdbol.

i(z —w) +w

i = 1(cos 90° + isin 90°)

zZ—w

A W% = z—w vektort az origoba toljuk, elforgatjuk (i szoge 90°), visszatoljuk,
azaz w-t hozzdadunk.

Geometria-feladatok megoldasa komplex szamokkal

Feladat (K1.4.12.)

Egy négyszog oldalaira kifelé négyzeteket rajzolunk. Kossiik 0ssze az atellenes
négyzetek kozéppontjait. Igazoljuk, hogy e két szakasz merdleges, és egyenld
hosszi.




Négyzet kozéppontja
Hatarozzuk meg az AB oldalu két négyzet két kézéppontjat.

A

B
Lattuk: w kortl z-t +90 fokkal elforgatva i(z — w) + w-t kapjuk.

X koriil A-t +90 fokkal forgatva B-t kapjuk.
Igy B=i(A— X)+ X. Innen X = (B — Ai)/(1 — ).
Y koriil B-t 490 fokkal forgatva A-t kapjuk.
fgy A=i(B—Y)+Y. Innen Y = (A — Bi)/(1 —1).

A négyszoges feladat megoldasa

=(C—-Di)/(1—1)

(D—Ai)/(1—i)=V

=(A-Bi)/(1—1)

XU=U-X=1 ((o Di) — (A Bi)).

Y—X}:Vfo ((D Ai) — (B~ Ci)). De

i((C — Di) Bi)) = ((D — Ai) — (B — C1)).

Azaz (U — X) V —Y, igy XU +90°-os elforgatottja Yv. O

3. Az algebra alaptétele

Az algebra alaptétele
Gydkvonds létezése: az x™ — w polinomnak van gyoke C-ben.

Az algebra alaptétele (K2.5.4)
Minden nem konstans, komplex egyiitthatés polinomnak van gyoke a komplex
szamok kozott.

Bizonyitas: egyel6re nincs

A tétel bizonyitasdhoz az analizis eszkozei sziikségesek. Harmadéven: bizo-
nyitas komplex fliggvénytan segitségével. Masodéven: bizonyitds Galois-elmélet
segitségével.



Felhasznalt segédtétel:
Paratlan foku valos egyiitthatos polinomnak van valos gyoke.

Ez bizonyithat6é az elemi analizis Bolzano-tételével, de kovetkezik az algebra
alaptételebdl is (késébb).

4. Osszefoglalo

A 7. el6adashoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak
Komplex n-edik egységgyok (K1.5.3).

Tételek
A héaromszog-egyenlétlenség (K1.4.3). Két pont tavolsaga (K1.4.7). Forgatas
adott pont koriil (K1.4. abra). Az algebra alaptétele (K2.5.4).



