1. A komplex szamok abrazolasa (K1.4. szakasz)

A komplex szamsik

Ahogy a valos szamokat a szadmegyenesre képzeljiik, az a + bi komplex szamot
a sik (a,b) pontjaval abrazoljuk.

Példaul ¢ = 0 + 14 a (0, 1) pontnak felel meg,.
A valos szamok az z-tengelyen helyezkednek el, ennek neve valds tengely. A tisz-

tan képzetes szamok az y-tengelyen vannak, ennek neve képzetes tengely.

Tétel (K1.4.1)

Az (a,b)-be mutato helyvektort azonositjuk a + bi-vel.

Mivel (a+bi)+ (c+di) = (a+c¢) + (b4 d)i, ezért a komplex szamokat ugyanigy
kell 6sszeadni, mint a nekik megfeleld helyvektorokat.

2. A trigonometrikus alak

Komplex szam hossza és szGge

A z = a + bi hossza az orig6tol mért tavolsaga. Pitagorasz tétele szerint ez

Va2 + b2, azaz |z|.

z=a+bi=r(cosa+isina)
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A z # 0 szdge a valos tengely pozitiv felével bezart szog.
Ez iranyitott szog, 0 < arg(z) < 360°. Nyilvan a = |z|cosa és b = |z|sina.
Ezért z-t egyértelmtien meghatarozza a hossza és a szoge.

Komplex szam trigonometrikus alakja

Definici6é (K, 18. oldal)
A z # 0 trigonometrikus alakja z = r(cosa + isina), ahol r = |z] a z szdm
hossza, a = arg(z) pedig a z szam szoge. A z = a + bi az algebrai alak.



Példa
Az 1—i hossza /12 + (—1)2 = /2. Szdge 315° (nem 45°). Igy trigonometrikus
alakja 1 — i = v/2(cos 315° + isin 315°).
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A trigonometrikus alak egyértelmiisége

Példa
A —4 hossza (abszolit értéke) 4, szoge 180° (nem 0°). Igy trigonometrikus
alakja —4 = 4(cos 180° + 4 sin 180°).

Figyelem! A nullanak nincs trigonometrikus alakja. Az r(cosa — isinq)
szam mincs trigonometrikus alakban!

Az r(cosa + isin ) felirdsban érdemes megengedniink olyan
« szoget is, ahol 0 < a < 360° nem feltétleniil teljesiil.

PL 1 —i=v/2(cos(—45°) + isin(—45°)) emberkozelibb felirés.

Allitas (K1.4.4, HF ellendrizni)
Ha r, s > 0 valds, akkor r(cosa+isina) = s(cos §+ isin 8) pontosan akkor, ha
r=3s,és a—f a360° egész szamszorosa.

Szorzas trigonometrikus alakban

Tétel (K1.4.5)
Komplex szamok szorzasakor hosszuk dsszeszorzddik,
szogiik pedig dsszeadddik.

Bizonyitas

Legyen z = r(cosa + isina) és w = s(cos § + isin ). Ekkor
zw = rs((cos acos  — sin asin ) + (cos asin 3 + sin a cos B)i).
Ez az ismert képletek miatt rs(cos(a+ ) + isin(a + 3)).

Emlékeztets: (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)s.

Példa: 1 — i = v/2(cos 315° + isin 315°) négyzete

(1—1i)? = V2 v2(cos(315° + 315°) + i sin(315° + 315°)) =
= 2(cos 630° + i sin 630°) = 2(cos 270° + 4 sin 270°) =
—2(0+i(~1)) = —2i.




Hatvanyozas trigonometrikus alakban

Hazi Feladat (K1.4.6)
Osztdskor a hosszakat elosztjuk, a szogeket kivonjuk.

Moivre képlete (K, 20. oldal)
(r(cosa +isina))” = r™(cosna + isinna). Azaz hatvinyozdskor a hosszat a
kitevére emeljiik, a szdget a kitevGvel szorozzuk.

HF: A képlet negativ (egész) kitevdre is érvényes.

Példa B
(1—)15%6 = /277" (cos(1526 - 315°) + isin(1526 - 315°)) =
= 2763(c0os 90° + i sin 90°) = 2763(0 + 14) = 27634,

1 —i = /2(cos 315° 4 isin 315°)
1526/2 = 763
1526 - 315 = 480690 = 1335 - 360 + 90

3. Gyokvonas komplex szaAmbol

Gyo6kvonas komplex szambol

Ismétlés:
Ha r, s > 0 valos, akkor r(cos a+isin ) = s(cos 3+ i sin 8) pontosan akkor, ha
r=s, s a— [ a 2w egész szAamszorosa.

Moivre képlete: (s(cos B+ isin B))n = s"(cosnf +isinnf). Azaz hatvanyozas-
kor a hosszat a kitevére emeljiik, a szoget a kitevivel szorozzuk.

A gytkvonas képlete (K1.5.2)

Hatéarozzuk meg 0 # z = r(cos a + i sin «) n-edik gyokeit. Ha
r(cosa +isina) = (s(cos B+ isin 5))”2 s"(cosnf + isinnf),
akkor s" =r, és nf —a =k - 27 (k egész). Ezért

2k 2k
{y}:%(cosia—i_ 71-—i—isinia—i_ ﬂ-).

Példa gyokvonasra

2k 2k
V/r(cosa+isina) = {Lﬁ<cosa+77T —ﬁ—isinu) (keZ)
n

n

(Yr: r > 0 valos, egyértelmtien vonhat6 pozitiv n-edik gyok.)
—4 = 4(cos 180° + isin 180°) = 4(cos 7 + isin)
2k 2k
V== %(COS ﬂ—’?% + isin ﬂ-t%) (keZ)

Hdnyféle szamot kapunk?



k=0: v2(cos( m/4)+isin( m/4)) = 1+i.
k=1: V2(cos(3m/4) +isin(3m/4)) = —1 + .
k=2 v2(cos(5m/4) + isin(5m/4)) = —1 — i
k= 3: v2(cos(Tm/4) + isin(7m/4)) = 1 —i. Tovibb?

A negyedik gy6kok szama
—4 = 4(cos 180° + i sin 180°) = 4(cos 7 + i sin )

2k 2k
V= Z%/ZI(COSTF+ 7T+isin7r+77r) (keZ)

k=0: vV2(cos( m/4) +isin( w/4)) =1+1.

k = 4: V2(cos(97/4)+isin(97/4)) = 144, mint k = O-ra. Oka: 97 /4—m/4 = 2.
A szbget 27-vel valtoztatva a szam nem valtozik.

m42(k+4)r  7w+2kn 8 w4 2kw
4 - 4 + Z - T + 27T.
Ha m — k oszthato 4-gyel, akkor m és k ugyanazt a gyokot adja. Ezért csak

k-nak a 4-gyel valo osztasi maradéka szamit.

V—=4-nek négy értéke van: 1 +14, —1 414, —1—1i, 1 —i.

Az n-edik gyokok szama

Tétel (K1.5.4)
Minden nem nulla komplex szamnak n darab n-edik gytke van.

Bizonyitas
2k 2k
Vr(cosa+isina) = ¥ r(cos ot ohm + isin u) (keZ)
n n

Ha m — k oszthaté n-nel, azaz m = k + nt (¢ egész), akkor

o+ 2mm o+ 2km 2nbw o+ 2kw
= + = + £ 2.
n n n n

FEzért csak k-nak az n-nel vald osztdsi maradéka szdmit.

Hazi feladat (a bizonyitashoz hozzatartozik)
Ha m — k nem oszthaté n-nel, akkor a szdgek kiilonbsége nem lesz 2w egész
tobbszordse, és igy a két n-edik gyok kiilonbozd. O

Eltolas, forgatas, nyajtas
A z— z 4+ w figgvény a w vektorral valo eltolds.
Allitas (K1.4.5)

Ha w # 0, akkor az f : z — zw fiiggvény (a w-vel szorzas) forgatva nyijtds:
w szogével forgat az origd koriil, és w hosszaszorosara nyujt az origobol.



Bizonyitas
Legyen z = r(cosa + isina) és w = s(cos § + isin B). Lattuk,
hogy zw = rs(cos(a + ) + isin(a + B)). Ezért

e zw szoge z szogénél [-val nagyobb,

e zw hossza pedig z hosszanak s-szerese.

Igy az f fiiggvény a z vektort 3-val forgatja, s-szeresére nyujtja. O

A negyedik gyokdk elhelyezkedése

V—4-nek négy értéke van: 1+, —1+i, —1 —4, 1—1i. Ezek egy négyzet négy
csticsdban helyezkednek el, melynek kézéppontja az origd.

-1+ 141
—1—1 1—14
Bizonyitas

1 4 i-nek a +90°-o0s elforgatottja —1 + ¢, mert i(1 + i) = —1 + i. Hasonléan
i(—14d)=—1—i, i(~1—i)=1—4, i(l—4)=1-+4i.

i = 1(cos 90° + isin 90°).

Az n-edik gyokok elhelyezkedése

Tétel (K1.5.4)
Egy nem nulla komplex szadm n-edik gyokei szabdlyos n-szdget alkotnak a komp-
lex szamsikon, melynek koézéppontja az origo.

Bizonyitas

Ha z = r(cosa + isin ), akkor ¥z értékei wy,ws, ..., wy,
2k 2k

ahol wy, = {‘/f(cos atskm + isin u)

Ha e = cos(27/n) + isin(2w/n), akkor ewy, = wy41, mert
o+ 2k n 2r  a+2(k+ )7

(keZ).

n n n
De az e-nal szorzés 2m/n-nel forgat, ami a szabalyos n-szégben egy oldalhoz
tartozé kézépponti szog. U



4. Osszefoglalo

A 6. el6adashoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak
Komplex szamsik (K1.4. szakasz). Komplex szam hossza, sz0ge, trigonometrikus
alakja (K, 18. oldal).

Tételek
A komplex szamok Osszeadéasa vektorosszeadas (K1.4.1). Szorzés trigonometri-
kus alakban (K1.4.5). A trigonometrikus alak egyértelmiisege (K1.4.4). Hatva-
nyozas, Moivre képlete (K, 20. oldal). Komplex szam n-edik gyckének képlete
(K1.5.2). Az n-edik gyokok szama, elhelyezkedése (K1.5.4). Forgatva nyujtas
(K1.4.5).



