1. A komplex szamok definicioja

A szamkor bovitése

Tétel

Nincs olyan n természetes szam, melyre n + 3 = 1.
Bizonyitas

Ha n természetes szam, akkor n + 3 > 3.

Ezért bevezettiik a negativ szamokat, kozottiik van ilyen n. Mindannyian tud-
juk, hogy ezek hasznosak.

Tétel
Nincs olyan 7 valds szam, melyre r2 = —1.
Bizonyitas
Ha r > 0, akkor 2 > 0. Ha r < 0, akkor is 7% = (—7)2? > 0.
Ezért be fogjuk vezetni a kompler szamokat, amelyek hasznosnak bizonyulnak
majd
e egyenletek megoldasakor;

e geometriai alakzatok, valos fliggvények megértésekor;

e a fizikdban (folyadékok dramlasa, kvantummechanika, a térids szerkezete).

Mi az a komplex szam?
Az i betii olyan ,szdmot” jel5l, melyre i = —1.
Szeretnénk megtartani a szokdsos szdmoldsi szabdlyokat.

Mennyi lehet (1 + 7)2?

I+l +d9)=1-14+1-¢4+¢-14+i-i=14+i+i—1 =2i.
Csak ez lehet az eredmény.

Hasonl6éan (HF ellendrizni)
(a+ bi)(c+ di) =(ac — bd) + (ad + be)i, mert (bi)(di) = —bd,
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i.

Az i-vel dgy szdmolunk, mintha ismeretlen lenne, de i helyett —1-et frunk.



A komplex szamok definiciéja

Definici6é (K1.3.2)
Komplex szamnak nevezziik az a + bi alaku kifejezéseket, ahol a és b valos
szamok. A z = a + bi valds része Re(z) = a. A z = a + bi képzetes része
Im(z) =b.

Figyelem! A képzetes rész valds szam, NEM bi.
Az a + bi csak akkor egyenl§ ¢ 4 di-vel, ha a = ¢ és b = d, azaz ha a valds és
képzetes résziik is megegyezik.

Igy a valos és a képzetes rész definicioja egyértelmd.
A valos szamokat is komplex szamnak képzeljiik: a = a4+ 0i. A bi alakt szamok
tisztdn képzetesek (valos résziik nulla).

Az i az imagindrius (képzetes) sz6 roviditése.

2. Miiveletek komplex szamokkal

Osszeadas, kivonas, szorzas, ellentett

Jelolések:
A komplex szamok halmaza: C. A valés szamok halmaza: R. A racionéalis
szamok halmaza: Q. Az egész szamok halmaza: Z.

Az 6sszeadas, kivonas, szorzas definicioja (K1.3.2):
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i.

(a+bi)— (c+di) = (a —c)+ (b—d)i.

(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

A z € C ellentettje w, ha z +w = 0. Az ellentett jele —z. A z = a + bi
(egyetlen) ellentettje w = (—a)+ (=b)i. A kivonas az ellentett hozzaadasa:
u—z=u+(—2).

Osztas, reciprok

1
A w komplex szam reciproka u, ha wu = 1. Jele u = —.
w

- . 3 2 Z
Az osztds a reciprokkal valo szorzés: — = z—, mert z—w = z.
w w w

Van-e w = 1 + i-nek reciproka a komplex szamok kozott?
Otlet: Szorozzuk meg 1 — i-vel!
(1+i)(1—i)=12-i?=1—(-1) =1+ 1= 2. Tehat
1_i:1 azaz L zl_izl—li.
2 ’ 1+ 2 2 2
(a+0b)(a—b)=a®—b?

(1+14)



A reciprok kiszamitasa
Az a + bi reciprokanak kiszamitasdhoz a — bi-vel jo béviteni.
(a+ bi)(a — bi) = a? — (bi)? = a? — (—b%) = a? + b2
Figyelem! Az eredmény NEM a? — b?!
1 a—bi _a—=bi  a —b

a+bi  (a+bi)a—bi) a+b aZ+b? +a2—|—b22'

Ez értelmes, ha a + bi # 0, mert ekkor a és b egyike nem nulla, és ezért
a? +v? > 0 (azaz nem nulla).

Kovetkezmény (K1.3.6)
Minden nem nulla komplex szamnak van reciproka, ezért minden nem nulla
komplex szammal lehet osztani.

3. Konjugalt és abszolit érték

Konjugalt és abszolut érték

Definici6é (K1.3.9)
A z = a+ bi konjugdltia Z=a — bi. A z = a+ bi abszolit értéke |z|=+a? + b?
(nemnegativ valos).

Az imént azt lattuk be, hogy 2z = a? + b? = |2|%.

Megjegyzés (K1.3.8)

Komplex szamok kozott nem igaz, hogy |z| értéke vagy z, vagy —z.

Példaul |14 i| = v/2, ami nem 1+ és nem —(1+4). Ha z = a + 0i valos, akkor
abszoltt értéke Va2, tehat ugyanaz, mint az abszolit érték ,régi” értelme.

Nem haszndlhatunk egyenlétlenségeket nem valos komplex szamok kozott. Er-
telmetlen olyat leirni, hogy ¢ > 0 vagy ¢ < 0.

A konjugalt tulajdonsagai

Tétel (K1.3.10, HF ellendrizni)
Tetszbleges z,w € C szamokra érvényesek az alabbiak.

z = z akkor és csak akkor, ha z valos.

)
)
3) z+ w =z + W (a konjugalas Osszegtarto).
) zw = Z W (a konjugalas szorzattarto).

)

Osztaskor a nevezd konjugaltjaval érdemes béviteni.



Mintabizonyitas (3)-ra:

Legyen z = a + bi és w = ¢ + di. Ekkor
ztw=(a+c)+(b+d)i=(a+c)— (b+d)i.
Z+w=(a—bi)+(c—di)=(a+c)— (b+d)i.
Ezek tényleg egyenlsk.

Az abszolut érték tulajdonsagai

Tétel (K1.3.10, HF ellendrizni)
Tetszo6leges z, w € C szamokra érvényesek az alabbiak.

(1) |z| = 0 akkor és csak akkor, ha z = 0.
@) 1Z] =l

(3) |zw| = |z||Jw| (az abszolat érték szorzattarto).

Mintabizonyitas (3)-ra:

WY = ZW ZW = ZW Z W = zZww = |z|°|w|”. wel [zw| > 0 és |z||lw| = 0,
2 2|w|?. Mivel >0 é >0

négyzetgyokot vonhatunk.

Az |u|? = ut azonossag miatt.
Felhasznaljuk, hogy a konjugalés szorzattarto.

4. Miiveleti tulajdonsagok

A miiveleti tulajdonsagok
Komplex szdmokkal a ,szokdsos” mddon szamolhatunk.

Tétel (K1.3.3, HF ellenérizni)
Tetsz6leges z,y, z € C szamokra érvényesek az alabbiak.

(1) (x+y)+z=a+ (y+ 2) (az dsszeadas asszociativ).

2) x+y=y+ z (az Osszeadas kommutativ).

3) x4+ 0=0+z = z (az ilyen tulajdonsagu 0 elem a nullelem).
4) Minden x-nek van ellentettje.

6) zy = yx (a szorzas kommutativ).
7

z-1=1-2 =2z (més szoval az 1 egységelem).

8) Minden nem nulla xz-nek van reciproka.

(2)
3)
(4)
(5) (xy)z = z(yz) (a szorzés asszociativ).
(6)
(7)
(®)
)

9) (x4 y)z = xz + yz (disztributivitds).

Mintabizonyitas: K1.3.4. Gyakorlat.

O



Nullosztémentesség

Ha z komplex szam, akkor nyilvan z-0=0-2z = 0.

Tétel (K1.3.7)
A komplex szamok szorzasa nullosztomentes: két komplex szam szorzata csak
akkor nulla, ha valamelyik tényezd nulla.

Bizonyitas
Tegyiik {61, hogy zw = 0, de z # 0. Meg kell mutatnunk, hogy akkor w = 0.
Mivel z # 0, van reciproka: uz = 1. Ezzel szorozva

w=1 w=(uz)w=u(zw)=u-0=0.

Ezzel elvégeztiik a K1.3. szakaszt.

5. Osszefoglald

Az 5. el6adashoz tartozo6 vizsgaanyag

Fogalmak (K1.3. és 1.4. szakasz)

Komplex szam, valos és képzetes rész, tisztan képzetes szdm, 0sszeadas, kivonas,
szorzas, ellentett (K1.3.2). Reciprok, osztas (K1.3.6), konjugélt, abszolut érték
(K1.3.9).

Tételek
Miiveleti tulajdonsagok (K1.3.3), nullosztomentesség (K1.3.7). A konjugalt és
az abszolut érték tulajdonsagai (K1.3.10).



