1. A Horner-elrendezés
A polinomok miiveleti tulajdonsagai
Polinomokkal a ,,szokdsos” mdédon szdmolhatunk:

Tétel (K2.1.6, HF ellendrizni)
Tetszoleges f, g, h polinomokra érvényesek az alabbiak.

(1) (f+9)+h=f+(g+h) (az Gsszeadas asszociativ).
2) f4+9g=g9g+ f (az 6sszeadas kommutativ).

3) f+0=0+ f = f (az ilyen tulajdonsagu 0 elem a nullelem).

4) Minden f-nek van ellentettje.

6) fg=gf (aszorzas kommutativ).

(2)
@) f
4)
(5) (fg)h = f(gh) (a szorzas asszociativ).
(6)
(7)
(8)

f
f+-1=1-f=f (akonstans 1 polinom egységelem).
(f +

8 g)h = fh+ gh (disztributivitds).

F: Vessiik 6ssze a négyzetes matrixok mitveleti tulajdonsagaival.

Példa behelyettesitésre
Példa
Legyen f(z) = 3z*+22®+x+2 és b = 2. Ekkor f*(2) = 3-244+2-2342+2 = 68.
Kevesebb szorzas kell, ha f(z) = (((33: +2)z 4+ 0)z + 1)3: + 2. Beliilrol kifelé:
(z) = (3:0 + 222 +1)x+2—

Sx +2x x+1)x+2—

/\/_\/\

3x2+2x+0)m+1)x+2—

(B2 +2)z+0)a+1)z+2.

e R I

fegyltthatéi | 3 | 2 | 0 | 1 | 2
b=2 318 |16|33]|68

Lemaésoljuk a fgegyiitthatot. Balrol indulva az utoljara kitoltott mezében talalt
értéket megszorozzuk b = 2-vel, hozzdadjuk a kévetkezd, lires mez6 f616tt talal-
hato egylitthatot, és az eredményt beirjuk ebbe az iires mezébe.

3:24+2=28

8§-24+0=16

16-2+1=233

33 -2+ 2 =068Tehat f*(2) = 68 a konstans tag alatt jelenik meg.



A Horner elrendezés (K2.4)

(1) A tablazat felss soraba balrol jobbra beirjuk sorban a polinom egyiittha-
toit, a fétagtol a konstans tagig. (A polinomban nem kiirt nulla egyiitt-
hatokat is!)

(2) Az also sor elejére odairjuk a behelyettesitendd b értéket. Bemasoljuk a
fGegytitthatot, a f6egyiitthatd ala.

(3) Az utoljara kitoltott mezdbeli értéket megszorozzuk b-vel, hozzaadjuk a
mellette jobbra 1évé iires mezd f6lotti egytitthatot, és ezt beirjuk ebbe az
iires mez6be.

(4) Az f*(b) értékét az also sor végérdl olvashatjuk le.

f(@)=apa™+ ...+ aj27 +ajad + ...+ a1 + ao.

‘ (47%% ‘ ‘ajJrl ‘ Qj ‘ ‘al ‘ ap
ble,—1=ay, g cib+a;=1|...|co| cob+ap=
Cn—1 Cj =Cj-1 Co = f*(b)

A Horner-tétel bizonyitasa

Legyen f(:z:) =apx" + ... —i—ajﬂxj"’l + aja:j +...+a1x+ ag,
‘ an ‘...‘ajH‘ a; ‘...‘al‘ao cj—1 = bcj +aj
‘cn,lzan‘...‘ c;j ‘cj,l‘...‘co‘B B = bey + ag
ésq(x) =cp 1z 4.+ cjacj + cj,lxj_l +...+cz+ .
Allitas: B = f*(b) és f(x) = (x — b)q(z) + f*(b).

Bizonyitas (K2.4.4. Gyakorlat)
Beszorzassal, és x hatvanyai szerint rendezve:

(= b)(ch1z™  + ..t epd d T 4t et eo) + B =
=cp12" + ...+ (cj_1 —bej)a? + ...+ (co — ber)x — beg + B
Itt 1 = ap, cj—1—bcj=a;hal<j<n, —bcy + B = ag.
Tehat ez f(z), azaz f(x) = (v — b)g(z) + B. A b-t behelyettesitve f*(b) = B
(hiszen x — b nullava valik). O

2. A polinomok azonossagi tétele

Tobb gyoktényezs kiemelése

Tétel (K2.4.7. Tétel)

Minden 0 # f € Rz] folirhato f(x) = (z — b1) ... (z — bg)g(x) alakban, ahol a
(nem feltétleniil kiillonb6z8) by, .. ., by szamok az f-nek az dsszes R-beli gyokei,
és ¢g-nak nincs gyoke R-ben.



Bizonyitas

Ha f-nek nincs gyoke R-ben, akkor f(x) = q(z) és k = 0 jo. (Ures szorzat!)
Ha van, akkor f(z) = (z — b1)q1(z) (a gyoktényezs kiemelhets). Ha ¢1-nek van
egy ba gyoke, akkor ¢1(z) = (z — b2)ga(z). Stb.

Végil f(z) = (x —b1) ... (z — bg)g(x), ahol ¢-nak nincs gyoke.

Belatjuk, hogy f-nek nincs méas gyoke, mint by, ..., b.

Valoban, ha f*(b) = 0, akkor (b—b1)...(b—bg)g*(b) = 0. A nullosztomentesség
miatt valamelyik tényezé nulla. De ¢*(b) # 0, ezért b — b; = 0 valamelyik j-re.
Azaz b =1b;. O

A gy6kok szama
Kérdés
Miért ér véget az el6zd bizonyitasban az eljaras?

Ha f(xz) = (x —b1)...(x — b)g(x), akkor
gr(f) =gr(x—b1)+...+gr(x—0bg)+gr(q)= k+gr(q) (hiszen szorzasnal a fokok
osszeadodnak). Igy k < gr(f).

Kovetkezmény (K2.4.7)
Minden polinomnak legfeljebb annyi gytke van, mint a foka.

Hazi feladat (K2.4.9)
Mutassuk meg, hogy egy n > 0 fokd polinom minden értéket legfeljebb n helyen
vehet fol.

Az azonossagi tétel

A polinomok azonossagi tétele (K2.4.10)
Ha két, legfeljebb n-edfokti polinom tobb mint n helyen megegyezik, akkor
egyenldk (megfelels egytitthatoik megegyeznek).

Bizonyitas

Ha f és g megegyezik a ¢ helyen, azaz f*(c) = g*(c¢), akkor (f — g)*(c¢) = 0.
Tehat f — g-nek tobb, mint n gyoke van. De foka (ha van), legfeljebb n lehet.
Ez ellentmond annak, hogy egy nem nulla polinomnak legfeljebb annyi gyoke
lehet, mint a foka, kivéve, ha f — g =0, azaz f = g. O

Kovetkezmény (K2.4.11)
Ha az f* és g* polinomfiiggvények egyenldk, akkor f = g. Vagyis R {olott
f— [* kolcsonosen egyértelmi.



3. Tobbszoros gyokok

A gyOktényezds alak (K2.5)

Ha az n-edfoku f polinom folirhat6 ¢(x—by) ... (x—b,) alakban, ahol ¢ konstans,
akkor ¢ az f fGegyiitthatoja. Ez (ha létezik, akkor) az f polinom gydktényezds
alakja.

203 — 62 —4=2(x+1)(z+1)(z—2) =2(x + 1)%*(z — 2).
Az (x4 1)(22 4+ 1) polinomnak nincs gyoktényezds alakja R folott.

Osszevonva f(z) = c(x—dy)* (x—do)*2 ... (x—d,)*m ahol ady, ..., d,, gyokok
mar pdronként kilonbozok.

A k; a d; gyOk multiplicitdsa. Azaz d; egy k;-szoros gydk.

Kovetkezmény (K, 63. oldal)
gr(f) =ki + ko + ...+ ky, vagyis az f polinomnak multiplicitdsokkal szdmolva
n darab gyoke van.

To6bbszoros gyokok

fx)=2-32-2= (x+1)(z+1)(x—2) = (x+1)%(z—2). Legyen g(z) = x—2.
Ekkor g(—1) # 0.

Ezental f*(b) helyett f(b) (de polinom # polinomfiiggvény).

Definicié (K2.5.5)

Az f € R[z] polinomnak a b € R szam k-szoros gydke (vagyis a b gyok multipli-
citdsa k), ha f(r) = (z —b)*q(x), ahol a ¢ € R[x] polinomnak b mar nem gydke:
q(b) # 0.

Azaz q(x)-bol az x —b gyoktényezd mar nem emelhet ki. Tehat x — b kiemelhetd
f(z)-b8l k-szor, de k + 1-szer mar nem.

A t6bbszoros gyokok sokszor meghatarozhatok a formdlis derivdlds modszerével
(K3.6. szakasz, kés6bb szerepel majd).



Az iteralt Horner-elrendezés

Hanyszoros gyoke az f(z) = 2* — 2% — 2 + 1 polinomnak az 17?
1|-1(0]-1|1 zt—a2d — x4 1
r=1[1] 0[l0[-1]0 (x — 1) (23 = 1)
z=1|1] 11| 0 (z— 122 +z+1)
r=1[1] 23 (z—1)?((z = 1)(z +2) + 3)
r=1[1] 3 (z—1)*((z = 1)((x— 1)+ 3) + 3)
x=1]1 (x—1)*+3(x—1)3+3(z—1)?

Az x — 1 mésodszori kiemeléséhez az egylitthatok az also sorban vannak! Az 1
kétszeres gyok, mert z2 4+ x + 1-nek mar nem gytke. Ennek ellenére folytatjuk
az eljarast, amig lehet! Az eljaras véget ért, az eredmény beszorzassal (x — 1)
polinomjava alakithat6. Tehat f(z) = g(z — 1), ahol g(y) = y* + 3y + 3y

A g(y) egyiitthatoit folfelé haladva a sorok utolsé szamai adjak.

HF: Altalaban is igy kaphatjuk g(z — b) = f(x) egyiitthatoéit.

4. A binomialis tétel

Binomialis egyiitthatok

Ismétlés
Ha van n targyunk, akkor ezeket n! =1-2-....(n — 1) - n kiilénb6z6 moédon
tudjuk sorba rakni. Az itt szerepld n! szam neve: n faktoridlis. Ures szorzat:

ol =1.

Ismétlés
Ha van n targyunk, és ebbdl k darabot akarunk kivalasztani (a sorrendre vald
tekintet nélkiil), akkor ezt

(Z) . nl an—1)...(n—k+1)

I(n—k)! k!

kiilonb6z6 modon tehetjik meg. Az itt szerepld kifejezés az ,,n alatt a k”
binomidalis egyiitthats. Megéllapodas szerint ennek értéke nulla, ha k > n, vagy
ha k < 0.

A binomialis tétel

Fejtsiik ki az (a + b)® szorzatot.

Az (a+b)(a+b)(a+b) szorzatot kifejtve egy Osszeget kapunk. A tagok uy - us - ug
szorzatok, ahol uy, us, us € {a, b}, az dsszes lehetséges kombinéacioban (Gsszesen
23 = 8 tag).

a® csak egyféleképpen keletkezhet: ha u; = us = uz = a.

a?b ugy keletkezhet, hogy u1, us, us koziil kettd a-val egyenls.

Ezt a kett6t (g) = 3-féleképpen valaszthatjuk ki.

Hasonloéan ab®-bdl is harom darab lesz, b3-bél pedig egy.



A binomialis tétel (K2.2.46, K2.1.4, K2.1.10)

(a+b)n =q" 4+ (T)&n_lb—F L (nﬁl)abn—l + = Z (’;})an—jbj_
7=0

5. Osszefoglalo

A 4. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak
Gyoktényezos alak (K2.5). Gyok multiplicitasa (K2.5.5).

Tételek

A polinomok miiveleti tulajdonsagai (K2.1.6). A Horner-elrendezés (K2.4.4).
Gyoktényezok kiemelése egyszerre (K2.4.7). Polinomnak legfeljebb foknyi sza-
mia gyoke van (K2.4.7). A polinomok azonossagi tétele (K2.4.10). Polinom
és polinomfiiggvény kapcsolata (K2.4.11). Atalakitas x — b polinomjavé iteralt
Horner-eljarassal. A binomialis tétel (K2.2.42).



