1. Primszamok

Klasszikus megoldatlan problémak (FGy5.1)

Ikerprimek
(p,p + 2) parok, ahol mindketts prim. Pl (3,5), (5,7), (11,13).

Van-e végtelen sok ikerprim-par?
Zhang, Tao: Végtelen sok p-re van prim p és p + 246 kozott.
Viggo Brun: Az ikerprimek reciprokosszege véges (a primeké nem).

Goldbach-sejtés
Elgall-e minden 2-nél nagyobb paros szam két prim osszegeként?

Vinogradov: Minden elég nagy paratlan szadm harom prim Osszege.

Van-e végtelen sok prim az aldbbi sorozatokban?
n? 41, 1111...1, 3333...31, Fibonacci-sorozat.

Green, Tao: Van barmilyen hosszt szamtani sorozat primszamokbol.

Hézagtétel

Hézagtétel (FGy5.5.1, 5.5.2)
Minden N-re van olyan p prim, hogy p és p + N ko6z6tt mar nincs prim, s6t
olyan is, amelyre p — N és p kozott sincs (izoldlt prim).

Bizonyitas

(N +1)! + k 6sszetett, ha 2 < k < N + 1, mert k-val oszthat6. Igy a legnagyobb
p < (N 4+ 1)! + 1 prim megfelel az els6 feltételnek.

Vegyilink N < p1,pa,...,p2n kiillonbozd primeket, és tekintsiik az

x =1 (p;), © = —i (pny¢) szimultan kongruenciarendszert (1 < ¢ < N, tehat
2N kongruenciabél all).

A kinai maradéktétel szerint ennek van megoldasa, ami egy maradékosztaly
(tehat szamtani sorozat) a d = py ... pexy modulusra nézve. Nyilvan (d, +i) = 1,
hiszen p; > N > i. Ezért Dirichlet tétele miatt a megoldasok k6z6tt van p prim,
ami nyilvan izolalt. O

A primek nagysaga
Az f és g valos fliggvények aszimptotikusan egyenldek,

ha §E£§—>1hax—>oo. Jele f ~g.

Az x-nél nem nagyobb (pozitiv) primek szama 7(z). P1. 7(20) = 8. A logaritmus
mindig természetes (vagyis e alapt).




Tétel (FGy5.4.1, 5.4.2, 5.4.5, 5.5.3, 5.6.2, F5.4.4)
Nagy primszamtétel: 7(z) ~ ez

Az n-edik primszam, p, ~ nlogn. (Pl pip =29.)

Csebisev tétele: n és 2n kézott mindig van primszam.

Zp <, p prim % ~ loglogn, s6t a két szam eltérése korlatos.
Specialisan a primek reciprokosszege végtelen.

P, = ]_[p <, p prim P < 4", 86t log P, ~ n, tehat P, kb.” e™.

A részletes bizonyitasok jorészt megtaldlhatok a FGy-konyvben. Most e téte-
lekhez bizonyitasvazlatokat, megjegyzéseket fliziink.

Kapcsolat a Riemann-fiiggvénnyel
Legyen R (s) :1+ﬁ+...+p%+.... Ekkor

C(8) = X0ty 7 = I, prim Bp(s) (ez az Buler-formula).

A végtelen mértani sor dsszegképlete miatt R,(s) = #

Az allitas akkor igaz, ha mindkét oldal abszolut konvergens, s > 1-re biztosan,
de ezzel most nem foglalkozunk.

Heurisztika: Ha n kanonikus alakja p{* ...pp*, akkor 1/n® a jobb oldali szor-
zat beszorzasakor pontosan egyszer jelenik meg: amikor R,,(s)-bsl 1/p*-et
vessziik, a tobbi tényezdbdl pedig 1-et. (Azok a szorzatok nullaval egyenldk,
ahol végtelen sok R, (s)-b6l nem 1-et vesziink ki). Az s kitevére a konvergencia
miatt van sziikség.

Vagyis ez a képlet magdba striti a szamelmélet alaptételének dllitdsdt az dsszes
pozitiv egészre. A képlet s = 1-re nem alkalmazhato6, de egy véges valtozata
igen, ez vezet el a primek reciprokdsszegének vizsgalatahoz.

A primek reciprokdsszege divergens

Tétel (FGy5.6.1)
D p<n % > loglogn — log 2. Igy 2o % divergens.
(A p az ilyen Osszegzésekben ezenttl primszamot jelol.)

Felhasznéljuk, hogy Y"1 | & <2és >, & >logn,

K2

tovabba hogy log(1 + z) <z, ha x > —1. (Ezek elemiek.)

AP= Hpgn (1 + %) Z Zm < n, m négyzetmentes % =N

Osszefiiggés kozvetlen beszorzassal lathato.

Mivel minden d > 1 egyértelmiien bonthatd egy négyzetszam és egy négyzet-
mentes szam szorzatara, igy >, 3 < NS0, 4.

Tehat P > N > (1/2)logn. Masrészt log(1 + z) < x miatt

logP =3, log (1+ %) < p<n %. Az eddigieket Osszegezve

Zpén % > log ((1/2) logn) = loglogn — log 2. O



A binomialis egylitthatok primhatvany-osztoi
Tétel (FGy5.4.4)

Az (}) minden primhatvény-oszt6ja legfeljebb n.
Allitas: |z +y| — [x] — |y] értéke 0 vagy 1 (z, y valos).

Valoban, legyen © = n+t¢ és y = m+ s, ahol 0 < t,s < 1. Ekkor |z] = n,
ly] = m, és mivel z +y = (n+m) + (t + s), ezért |« + y| értéke n + m vagy
n+m+ 1 lehet csak aszerint, hogy t +s < 1 vagy 1 <t+s < 2. Az els§ esetben
|z +y| — |x] — |y| értéke 0, a masodikban 1. O

Egy p prim kitevGje (Z) = ﬁikﬂ—ban a Legendre-formula szerint

m = Z§=1 (LPEJ — Lpﬁj — L”p_kj), ahol ¢ a legnagyobb egész, amelyre még
pt < n. Az Allitas szerint az Osszeg minden tagja 0 vagy 1, ezért m < t, igy
P <pt<n O

m(x) alsé becslése

Tétel (FGy5.4.3)
Alkalmas ¢ konstansra 7(x) > c@, ha x > 2.

Valoban, irjuk fol (Z)—t primhatvanyok szorzataként. Lattuk, hogy mindegyik
legfeljebb n, és persze a megfelel6 primek is, ezért (Z) < n™(") . Ezt 6sszegezve
k = 1-t6l n — 1-ig, a binomialis tétel szerint 2" < (n — 1)n™™ 4+ 2 < pT)+L
Logaritmust véve m(n) > (log 2) 5z, — 1 = (log2 — 0,4) 2 O
A Nagy Primszamtétel szerint minden 1-nél kisebb ¢ megfeleld, ha x elegendGen
nagy. S6t, az is igaz, hogy ¢ = 1 is valaszthato elég nagy z-re. Itt a log(2) — 0,4
azért szerepel, hogy a bizonyitas mar x > 2-t6l mikddjon. A Nagy Primszam-
tétel szerint w(z) < cloz — is teljesiil elég nagy z-re minden ¢ > 1 esetén. Ezért
a fenti als6 becslésben semmilyen ¢ > 1 érték nem valaszthato.

A primek szorzata

Tétel (FGy5.4.5)
P, = Hpgnp < 4",

Otlet: Ha k+2 < p < 2k + 1, akkor p | (%I;H). Valoban, p osztja a (2k + 1)!
szamlalot, de a k!(k + 1)! nevez6t nem. O
Erdés Pal és Kalmar Laszlo bizonyitasa: indukcié n-re. n < 3 esetén nyilvanva-
16. Ha n péros, akkor P, = P,_; < 4",

Ha n = 2k + 1 pératlan, akkor P, = Py Hk+2SpS2k+1 p. Az els6 tényezs az

indukcios feltevés miatt legfeljebb 4571, A maésodik a fenti Otlet miatt osztoja

(2kl;"1)—nak. Ezért elég belatni, hogy (2’“,:'1) < 4k,

A binomialis tétel szerint 3¢ 41 (1) = 226+1 = 2. 4% Ay Gsszeg két egyenls

7

tagja d = (Qk]:rl) = (2kkjll), igy d < 4F. O



m(x) fels6 becslése

Tétel (FGy5.4.3)
Alkalmas ¢ konstansra és zo-ra 7(z) < ci5r, ha x = wo.

Erdés P4l bizonyitasa. A P, = Hpgn p < 4™ szorzatot vagjuk ketté \/n-nél. Az
also felét hagyjuk el, a t6bbi tényezd helyére irjunk /n-et.

< am (n(n)—m(vm)) (x(n)—vm) . .

Igy 4" > /n > /n , hiszen 7(y/n) < y/n. Logaritmust

véve (log4)n > (w(n) — v/n)log/n, ahonnan w(n) < @log2n /7 Mivel

logn
vn  _ logn
n/logn — /n

belattuk, hogy elég nagy z-re w(z) < ¢

— 0 ha n — oo, ezért elég nagy n-re v/n < 0,01—2—. FEzzel

logn
fog 7 abol ¢ =4log2+0,01. O
Ez a konstans koriilbeliil 2,78. Els6ként Csebisev bizonyitotta be m(x)-nek ilyen
also és fels6 becslését.

Csebisev tétele

Erdés Pal bizonyitasanak vazlata. Ha n < p < 2n,

akkor p kitevGje a (21?) = (2n)!/(n!)? binomiélis egyiitthatoban 1.

Valoban, 2p mér nem osztdja (2n)l-nak, ezért p kitev§je a szamlaloban 1, a

nevez§ viszont nem oszthatd p-vel. O
Allitas: Ha 2n/3 < p < n, akkor p nem osztoja (Zg”)—nek.

Valoban, ilyenkor p kitevGje a szamlaloban és a nevezGben is 2. O
Allitas: Ha v2n < p < 2n/3, és pt | (*"), akkor ¢ < 1.

Valoban, lattuk, hogy p! < 2n, ezért p > /2n miatt t < 1. O

Stratégia: Legyen (27?) = ABC aszerint, hogy a primosztok melyik intervallum-

ban vannak [1,v/2n], (v/2n, (2/3)n], (n,2n] koziil. A tétel allitasa: C > 1. Igy
A, B-re felsd, (%?)—re als6 becslés kell.

(2:) szamlalojaban a 2k + 1 > 1 tényez6k helyére irjunk 2k-t, emeljiink ki 2-t
minden tényez6bdl, majd egyszertisitsiink n!(n — 1)l-al. Az eredmény 2271 /n.
Ezért (2") > %.

n

A bizonyitas folytatasa

A minden primhatvény-osztoja legfeljebb n, ezért A < (2n)V2". O
B <l snep<ansaP < 427/3 a7 Erdss-Kalmar-tétel alapjan. O
< n

Osszegezve C' = (*")/(AB) >

n

(2n) - (2n)V2n . 42n/3°

(Latjuk, miért fontos a 2n/3 és n kozotti primektsl megszabadulni.)
Logaritmust véve log C' > (n/3)log 4—(v/2n+1)log(2n). Mivel \/n/logn — oo,
ha n — oo, ezért C' is végtelenhez tart.

Konkrétan n = 474-re mar C' > 1. Az ennél kisebb szamokra tugy ellendrizhetjiik
Csebisev tételét, hogy tekintjiik a kévetkezs sorozatot: 2,3,5,7,13,23,43, 83,
163,317,631. Ezek mind primek, és mindegyik kisebb az el6z6 kétszeresénél.
Ezért minden n < 500 egészre valamelyikiik n és 2n kozott van. O



(Ezt a sorozatot Csebisev tétele miatt akarmeddig lehet folytatni.)
Nem ismeretes, hogy n és n + /n koézott mindig van-e prim.
Tétel(FGy5.5.4): n és n + n%5* kozdtt van prim elég nagy n-re.

A primszamtétel kévetkezményei
A primszamtételbsl kovetkezik, hogy nemcsak n és 2n kozott, hanem n és cn
koz6tt is van prim minden ¢ > 1 esetén (FGy5.5.5).

Valoban, &) ~ 182 o5 1 higzen logcr — losctlogr o g py 4y o0,
' m(x) log cx ’ log = log = ’

Ezért elég nagy z-re w(cx) > w(x), azaz van prim z és cx kozott. O

Tétel (FGy5.4.2): Az n-edik primszam, p,, ~ nlogn.

Valoéban, definici6 szerint m(p,) = n. A primszamtétel miatt

1 - ) A
n = m(pn) ~ 2. De %:” — 0 minden € > 0 esetén, ezért Osszeszorozva
(1)

Po—— — 0, azaz < 1 elég nagy z-re.

Innen (1 —¢)logp, <logn, ésigy 1 —e < lg’ggp" <1

Mivel e tetsz6legesen kicsi lehet, ILOggp” ~ 1. Megszorozva "1‘;}% — 1-gyel
nOEL 1 adodik. O

Az ak + b alaka primek szama

Dirichlet tételének kvantitativ valtozata (FGy, F6.4.8)

A primek kozel egyenletesen helyezkednek el a szamtani sorozatokban. Vagyis
ha (a,b) = 1, akkor az z-nél nem nagyobb ak + b alakd primek szadma aszimp-
totikusan 7 (z)/p(a).

Tehat példaul 6k + 1 és 6k + 5 alaki primb6l is kb. (1/2) 2 darab van a-ig

(ami sokkal t6bb, mint a négyzetszamok /x szama).

A Dirichlet-tétel bizonyitasa hasonld a primszamtételéhez, csak a (-fiiggvény
helyett egy olyan L(s,x) = > % Dirichlet-fiiggvényt hasznal, ahol x egy
mod a periodikus, komplex értékd, szorzattarto leképezés (igynevezett csoport-

karakter).

A primszamtételt Gauss és Legendre is megsejtette. Riemann munkéssaga nyo-
méan Hadamard és de la Vallée-Poussin bizonyitotta be 1896-ban. Erddgs Pal és
Atle Selberg 1949-ben komplex analizis nélkiili bizonyitast adott.



A 30. eléadas Osszefoglalasa

Fogalmak
Ikerprimek, Goldbach-sejtés, tovabbi nevezetes problémak (FGy5.1).

Tételek

Heézagtétel (FGyb5.5.1, 5.5.2).

Primszamtétel, also és felss becslés a primek szamara (FGy5.4.1, 5.4.3, 5.4.4).
Az n-edik prim nagysaga (FGy5.4.2). Csebisev tétele (FGy5.5.3).

A primek reciprokosszege végtelen (FGy5.6.1).

A primek szorzatanak becslése (FGy5.4.5, F5.4.4).

A primek eloszlasa szamtani sorozatokban (FGy, F6.4.8).



