1. Polinomok

A polinom szemléletes fogalma

K2.1 (azaz Kiss: Algebra, 2.1. szakasz)

Polinomnak neveziink egy olyan formélis kifejezést, amely szamokbdl, és az
x betlibdl késziil ismételt Osszeadas, kivonés és szorzas segitségével. Az x neve
hatdrozatlan (vagy vdltozd).

Példa )
((4z — 2?)(z — 23) 422 —7)" 4 4323 — 7 egy polinom.

A zarojeleket a disztributivitas segitségével felbonthatjuk, majd x hatvanyai
szerint rendezhetiink. Az eredmény:

28 —542°+9092* —480323 4772222 +1260x+49—7. (https://www.wolframalpha.com/)

A polinom definiciéja

Definicio
Egyhatdrozatlani polinomnak nevezziik az f(r) = ag + a1x + agx? + ... + apa™
formalis kifejezéseket, ahol n > 0 egész szam és ag,. .., a, szamok. Az x neve

hatdrozatlan. Az ajz’ a polinom egy tagja, az 27 egyiitthatdja a;. Az ag = apx®

a konstans tag.

Definicié (K2.1.1)
Két polinom akkor egyenld, ha a megfelel§ egyiitthatoik megegyeznek (27 egyiitt-
hatoja ugyanaz a két polinomban minden j > O-ra).

2-1=0-224+1-224+0-2+(-1)ésa®>—1=1-22+0-22+0 -2+ (—1) nem
egyenldk, mert példaul az x° egyiitthatdja mas a két polinomban.

A nullapolinom

Definicié (K2.1. szakasz)
A nullapolinom az a polinom, amelynek minden egyiitthatéja nulla. Ugyantugy
0 jeldli, mint a 0 szamot vagy a 0 méatrixot.

Minden ¢ szamot polinomnak tekintiink (amelyben 27 egyiitthatoja nulla min-
den j > 1 esetén, konstans tagja pedig c¢). Ezek a konstans polinomok.

Rz]: a valds egylitthatos polinomok halmazanak jele.

Q[z]: a raciondlis egyiitthatos polinomok halmazéanak jele.

Z[z)]: az egész egyltthatos polinomok halmazanak jele.

A hatarozatlan jele mas is lehet: R[y], Z[u].

Példa: my?+3 € R[y], de 7y*>+3 ¢ Q[y], mert 7 irracionalis szam.



2. Miiveletek polinomok kozott

Polinomok kibévitése nulla tagokkal
A nulla egytitthatdju tagokat igény szerint irjuk ki:

ap+ a1z + asx® + ...+ apz™ =

—apt+ax+tast®+... +apz" +0- 2" 402" 24

Megallapodunk abban, hogy 0 = @, 11 = @y42 = .... Igy barmely két polinomot

ugyanannyi taggal irhatunk fel:
f(x) =ap + a1+ axx® + ... +a,z"

g(aj):b0+b1$+b2$2+...+bnxn_
Példa:
2?—24+1=0-2°41-22-1-2+1

2+1=1-2240-22+0-2z+1.

Igy kényelmesebb lesz értelmezni polinomok Osszegét.

Polinomok 6sszege, kiilonbsége, ellentettje

Definicié (K 35. oldal)

Legyen
f(x) :a0+a1$+a2$2—|—...+anx"
g(x) = b + bz + boa® + ...+ bpa™.

E polinomok 6sszege és kiilénbsége:

(f+9)(@) = (ag+bo) + (a1 + b1)z + ... + (an + by)z"
(f —9)(x) = (ap — bo) + (a1 = b1)x 4 ... 4 (an — bp)z™ .

Nyilvan f +0 =0+ f = f minden f polinomra.



Az f € Rz] ellentettje h, ha f +h = 0. Az ellentett jele h = —f.
Az f(x) =ap+ a1z + ... + apz™ (egyetlen) ellentettje

hz) = (=f)(x) = (=ao) + (—ar)z + ... + (=an)z".

A kivonas az ellentett hozzdadasa: g — f = g+ (—f).

Példa polinomok szorzatara

Kérdés

Hogyan definialjuk az (ag + a12)(bo + b1 + baz?) szorzatot? Péld4ul mi legyen
x2 egyiitthatoja?

Allitas (K2.1.4. Gyakorlat)

Az (u1 +uz+ ... +u,)(v1 +... +vp) eredménye az nm darab u;ve tag Gsszege
(1<j<nésl<l<m). Akétzarojelbdl kivesziink egy-egy tagot az Osszes
lehetséges modon, ezeket Gsszeszorozzuk, a szorzatokat Gsszeadjuk.

x2-es tag kétféleképpen keletkezhet: ag(box?) és (a1z)(b12). Ezért 22 egyiittha-
toja legyen agbs + a1b1. A végeredmény:
albgm?’ + (a0b2 + a1b1)$2 + (aobl + albo)x + apbp.

Polinomok szorzatanak definicioja

Definicio
(ag + a1z + ...+ apx™)(bo + b1z + ... + by, x™)-ben
xk egylitthatoja legyen cr = agby + a1bi_1 + ... + axbo.

Magyarazat
z¥-o0s tag akkor keletkezik (a;z7)(bex?)-bol, ha j + ¢ = k.

Példa
Az "™ egyiitthatoja
aobn+m + ...+ an_lbm+1 + anbm + an+1bm_1 + ...+ an+mbo .

Tudjuk, hogy ¢ > m esetén b, = 0. Igy az elsé n tag nulla. Tudjuk, hogy j > n
esetén a; = 0. Igy az utols6 m tag nulla. Vagyis "™ egyiitthatoja a,bn,.

3. Polinomok foka

Polinom foka

Definicio

Ha f(x) = ag + a1z + ... + anz™, ahol a,, # 0, akkor f foka n. Jele: gr(f).
Tehat a fok a legnagyobb olyan kitevs, amelyhez tartozo egyiitthaté nem nulla.
A nullapolinomnak nincs foka. Az f(x) k-adfoku tagja apz®, fétagia a,z™,
féegyiitthatdja a,. Az f(x) normdlt polinom, ha féegyiitthatoja 1.



Tétel (K2.1.5)
Szorzasnél a fokok Osszeadodnak: gr(fg) = er(f) + gr(g).

Bizonyitas

f(z)=ap+arz+...+ana™ és g(x) =bo+biz+...+by,x™ esetén lattuk, hogy
2"T™ egyiitthatoja anby,. Ez nem nulla, ha a,, és b, nem nulla. HF: Magasabb
foku tag nem keletkezik. O

A szorzat foka: kévetkezmények

Kovetkezmények (K2.1.7)

(1) A polinomok szorzasa nullosztomentes, azaz nem nulla polinomok szorzata
sem a nullapolinom.

(2) Egy f polinomnak pontosan akkor van reciproka a valos egyiitthatos po-
linomok k&zott, ha nem nulla konstans polinom.

Bizonyitas

(1): Lattuk, hogy ha f és g nem nulla, akkor fg-nek van nem nulla egyiitthatoja
(a két féegyiitthato szorzata), igy fg # 0.

(2): Ha fg =1, akkor 0 = gr(1) = gr(fg) = gr(f) + gr(g).

Ezért gr(f) = gr(g) = 0, azaz mindkett6 nem nulla konstans.

Megforditva, ha ¢ # 0 konstans, akkor reciproka, azaz 1/c is (konstans) polinom.

HF: fg konstans tagja f és g konstans tagjainak szorzata.

Osszeg foka

Tétel (K2.1.2)

Két polinom &sszegének a foka legfeljebb akkora, mint a két polinom fokai koziil
a nem kisebb: gr(f+ g) < max(gr(f),er(g)). Ha a két polinom foka kiilonb6z6,
akkor egyenl@ség all.

PL2=gr(z®+1) =gr(-2* +2) > gr((a? + 1) + (—2? + 2)) = 1.
Bizonyitas
f@)=av+arx+...+apz™ és g(x) = by + brx + ... + byz™, ahol feltehetjiik,
hogy példaul a,, nem nulla, azaz gr(f) = n. Ha b, = 0, akkor gr(g) < n, és
f + g f6egyiitthatoja a,,, azaz gr(f + g) = gr(f) = n.
Ha b, # 0, akkor gr(f) = gr(¢g) = n. De a, + b, = 0 is lehet, amikor is
gr(f +g) <egr(f) =gr(g)



4. A szumma és produktum jelolés

Osszegek tomor alakja
Definicio

n

Az a1 + as + ... + a, Osszeget igy roviditjik: > aj. A szumma jel utani
j=1

kifejezéseket kell Gsszeadni a j azon értékeire, amit a jel alatt és f6l6tt megadunk.

n
f(.’L') = a0+a1$+a2x2 + +an,’1,‘n = Za]x]
7=0

g(@) =bo + b1z +bpa® + ..+ bpa™ =Y bat
£=0

m+n k

esetén (fg)(z) = > cpa®, ahol cp = Y ajbp—j = > ajby.
k=0 j=0 j+e=k

A produktum jel6lés
Definicié
A T] produktum jelolés hasonlé a szumma jeloléshez, csak Gsszeadas helyett

szorozni kell. Példak: ] a; = azas ... an,.
j=2

n
[[i=1-2-...-n=n!(n faktorialis).
j=1

Megallapodas
Egytagu 6sszeg és szorzat az egyetlen tagjaval egyenls. Az dires dsszeg értéke 0.
Az dres 3;szorzat értéke 1.2
n
Példa: ) b; = bs, >.bj=0, > ajz =0, han=0.
j=3 j=3 Jj=1
Magyarazat: K2.2.42. Gyakorlat.

5. Polinomfiiggvény és gyok

Behelyettesités polinomba

Definicié (K2.4.1)

Legyen b egy szam. Az f(x) = ag + a1z + asx? + ... + a,z™ polinom b helyen
felvett helyettesitési értéke f*(b) = ag +aib+ asb® + ...+ a,b" (az x helyére b-t
irunk). Az f-hez tartozo f* polinomfiggvény az az f* fiiggvény, mely minden
b szamhoz f*(b)-t rendel.



Allitas (K2.4.2)
Ha f,g € R[z] és b € R, akkor (f + ¢g)*(b) = f*(b) + g*(b)
&s (f9)"(b) = f*(b)g™ (D).

A polinomok Gsszeadéasat és szorzasat pontosan azzal a motivacioval definialtuk,
hogy ez az allitas igaz legyen.

A gy06k és a gybktényezs

Definicié (K2.4.5)
A b szam gyoke az f polinomnak, ha f*(b) = 0.

Allitas (a gySktényezs kiemelhetSsége, K2.4.6)

A b szam akkor és csak akkor gydke az f polinomnak, ha van olyan ¢ polinom,
hogy f(z) = (z — b)q(x).

Az x — b a b gyokhoz tartozd gyoktényezd.

Bizonyitas

Ha f(z) = (x — b)g(z), akkor f*(b) = (b b)g*(b) = 0.

A megforditast legkozelebb bizonyitjuk.

HF': Vezessiik le ezt a megforditast az a™ — b = (a — b) Z?:_Ol a™ = 1p’ azonos-
sagbol.

6. Osszefoglalo

A 3. el6adashoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak (K2.1)

Hatarozatlan; polinomok, egyenléségiik (K2.1.1). Tag, egyiitthato, f6tag, nor-
malt polinom, fok, konstans tag. Nullapolinom, 6sszeg, ellentett, szorzat. Poli-
nomfiiggvény (K2.4.1), polinom gyoke (K2.4.5). Nullosztomentesség (K2.2.27).
A szumma és produktum jelolés.

Tételek
Osszeg és szorzat foka (K2.1.2, K2.1.5). Polinomfiiggvények Osszege és szorzata
(K2.4.2). Gyoktényezs kiemelhetGsége (K2.4.6).



