1. Szamelméleti fiiggvények

Ismétlés

Definicié (FGy6.1.1-5)

Szdmelméleti fiigguény: a pozitiv egészeken értelmezett,
komplex értéki f fiiggvény.

Az f totdlisan multiplikativ, ha minden a, b-re f(ab) = f(a)f(b).
Multiplikativ, ha ezt csak (a,b) =1 esetén tessziik fol.

Az f totdlisan additiv, ha minden a, b-re f(ab) = f(a) + f(b).
Additiv, ha ezt csak (a,b) = 1 esetén tessziik fol.

Ha f(x) (totalisan) additiv, akkor ¢/(*) (totalisan) multiplikativ.

HF (FGy6.1.6-8): Ha f # 0 multiplikativ, akkor f(1) = 1.

(Totalisan) multiplikativ fiiggvény a primhatvanyokon (primeken) tetszélegesen
megadhato, és ez egyértelmiien meghatérozza.

Ha f multiplikativ, és n kanonikus alakja pi* ...pp*, akkor

f(n) = f®")... f(py*). Péeldak multiplikativ fiiggvényre:

©(n) (Euler-fiiggvény), d(n) (osztok szama), o(n) (osztok Osszege).

Tovabbi szamelméleti fliggvények

Definicié (FGy6.2.5, 6.2.8)

w(n) az n kiilonb6zd (pozitiv) primosztonak a szama.
Q(n) az n Osszes (pozitiv) primosztonak a szama.
Azaz ha n kanonikus alakja p{" ...p2*,

akkor w(n) =k és Qn) = a1 + ... + ax.

Nyilvan w additiv és €2 totalisan additiv.

Definicié (FGy6.2.3)

A u(n) Mobius-fiigguény az a multiplikativ fiiggvény,

ami a p* primhatvanyon 1, ha k=1, és 0, ha k > 1.

Vagyis ha n nem négyzetmentes szam (tehat van 1-nél nagyobb négyzetszam
osztoja), akkor p(n) = 0, kiilsnben p(n) = (—1)“(. Belatjuk majd, hogy az
n-edik primitiv komplex egységgyokok osszege pu(n) (K3.9.18).

Osszegezési fliggvény, konvolicio

Definicié (FGy6.5.1)
Az f fiiggvény dsszegezési fiigguénye f+(n) = Zd|n f(d).

Példa: az Euler-fiiggvény dsszegezési fiiggvénye ¢t (n) = n.

Valoban: a korosztasi polinomokra vonatkozo " —1 = [, ®a(z) dsszefiiggés-
ben vegyiik mindkét oldal fokat. O
HF': Az azonosan 1 fliggvény Osszegezési fliggvénye d(n), az f(n) = n Osszegezési
fiiggvénye o(n).



Definici6 (FGy6.6.1)
Az f és g szamelméleti fliggvények konvolicidja
(fxg)(n) =2 qn F(d)g(F) = 2camy F(0)g(d).

»Egységelem” a konvolicidra: e(1) =1, és e(n) =0, han > 1.

HF:exf=f,és 1% f=ft, ahol 1 az azonosan 1 fiiggvény.

A konvolucié tulajdonsagai

Tétel (FGy6.6.2, F6.6.2, F6.6.4/(a))

A konvolucié kommutativ és asszociativ, a pontonkénti osszeadasra és a konvolua-
cidra nullosztdmentes gyidrit kapunk. Az e fliggvény egységelem. Az f pontosan
akkor invertdlhatd, ha f(1) # 0. Multiplikativ fiiggvények konvoltcidja is mul-
tiplikativ.

Asszociativitas: (fxg)xh = f*(g*h) =, .4, [(D)g(c)h(d).
Nullosztomentesség: Ha a, b a legkisebb, melyre f(a) # 0 # g(b),

akkor (f * g)(ab) # 0.

Inverz: f*g = e-t akarjuk g-re megoldani. Ha g(k) mar megvan k < n-re, akkor
0 =e(n) =Xy, f(d)g(F)-bol g(n) kifejezhets, hiszen az sszegben f(1)g(n)
szerepel, ahol f(1) # 0, a t6bbi f(d)g(%) tag esetében pedig g(%) mar ismert,
mert (n/d) < n.

Multiplikativitas: Hasznaljuk fol, hogy ha (n,m) = 1, akkor minden d | mn
egyértelmien irhat6 d = m/n’ alakban, ahol m’ | m és n’ | n.

Moébius-megforditas
Adott g-re keressiik azt az f fiiggvényt, amelyre f+ = g.

Lemma (FGy6.2.4)

Ha p a Mébius-fiiggvény, akkor u* = e.

Biz.: Lattuk, hogy f™ = f * 1, ahol 1 az azonosan 1 fiiggvény. Az azonosan 1
fiiggvény nyilvan totalisan multiplikativ. Ezért ut multiplikativ, és persze e is,
tehat a ut = e Osszefiiggést elég a p* > 1 primhatvanyokra igazolni. Ekkor
e(p?) =0, és p* (") = p(1) + p(p) + p(p?) + ...+ u(*) =1+ (-1) =0. O

Mo6bius megforditasi formula (FGy6.5.2)
Ha f+ = g, akkor f = g + i, azan f(n) = 30 9(d)p(3).
Specialisan f pontosan akkor multiplikativ,ha f+ az.

Biz:gxp=(f*1)xp=fx(1xp)=fre=f. O



A primitiv komplex egységgyokok Osszege

Tétel (FGy6.5.9, K3.9.18): Az n-edik primitiv egységgyokok osszege pu(n).
Bizonyitas. Jelolje f(n) az n-edik primitiv egységgyokok osszegét. Elég meg-
mutatni, hogy f™ = e (mert akkor f = e x u = u). Ez abbol kivetkezik, hogy
> din f(d) az n-edik egységgyokok Osszege, amirdl mar lattuk, hogy e(n).

Ezt bizonyithatnank ugyanigy, mint a 2™ — 1 =[] dln ®,(x) képletet, megmu-
tatva, hogy ha € egy n-edik egységgyok, akkor egyetlen d-re lesz d-edik primitiv
egységgyok, és ez a d | n. De egyszertibb a gyokok és egyiitthatok dsszefiiggesét
alkalmazni.

Tekintsiik az z" — 1 = Hd|n ®4(x) Osszefiiggésben 2"~ ! egyiitthatojat. A bal
oldalon ez —1, han =1, és 0, ha n > 1. Masrészt f(d) a ®4(z) polinomban
z?(M~1 egyiitthatojanak ellentettje. A jobb oldali szorzatban z™ '-es tagot
ugy kaphatunk, hogy egy kivételével mindegyik tényez6bdl a legmagasabb foku
tagot vessziik, a kivételesbdl pedig a mésodik legmagasabb fokua tagot. O

Explicit képlet ®,-re

Tétel (K3.9.14)
®p, () = [Ty (24 = 10,

A képletet tigy kell érteni, hogy ha yu(n/d) negativ, akkor az ¢ — 1 polinommal
osztani kell. Példaul ®15(x) értéke

710 271 3710 1271 6 1
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Bizonyitas™ Az 2" —1 =[], ®a(z) Jogaritmusa” azt fejezi ki, hogy log(z" —1)
a log @, (z) Osszegezési fliggvénye. Ezért a tétel a Mobius-megforditasi formu-
14bol adodik.
Precizen: legyen ¢ egy n-edik egységgyok, fe(n) az (z — ¢) kitevGje @,,(z)-ben,
9=(n) pedig 2" — 1-ben. Ekkor 2 —1 = ][, ®a(z) szerint fF = g.. A tétel
pedig azt mondja, hogy f. = g. * p. O




2. Dirichlet-sorok

Relativ prim szamparok
Mi a valoszintisége annak, hogy két egész szam relativ prim?
Heurisztikus gondolatmenet: Legyen R(n) azoknak az (a,b) szamparoknak a
széma, melyekre 1 < a,b < n és (a,b) = 1. A keresett valészintiség R(n)/n?
hatarértéke, ha n — oo.
A p < n primre [n/p|? szampér tagjai oszthatok p-vel. Ezért a szita-formula
miatt a relativ prim parok szdma
2 n|2 n |2 n_ |2
n* = 2l Xpalpal” — Lparlpgr ™+ -

Az egészrészek elhagyasa kis hibat okoz n2-hez képest,

ezért ez koriilbelill n? >, “{g;j ). (A Mbbius-fiiggvény biztositja az elsjeleket,
és hogy csak négyzetmentes szamok szerepeljenek az Gsszegben.)

Igy a keresett valoszintiseg > oo, & 5;1 ).

Ez a végtelen sor konvergens, értéke 6/72 ~ 0.6079271.

Ezt azzal fogjuk kapcsolatba hozni, hogy > 57, 5 = 72/6.

Tehdt a szampdrok tobb, mint fele relativ prim!

A preciz bizonyitas
Tétel (FGy6.7.5): Annak valoszintsége, hogy két egész szam relativ prim, a

kovetkezs: Yo7, ”(g;j) =6/7%~0.6.

Allitas. Azoknak az (a,b) paroknak a szdma, melyekre (a,b) = 1és1 < a,b < n,
éppen R(n) =2(p(1) + ...+ ¢(n)) — 1.

Indukcioval n szerint: ha a és b egyike = n > 1, akkor 2p(n) ilyen par van,
hiszen (n,n) # 1. Viszont n = 1-re (1,1) megfelels. O

Allitas (FGy6.5.8)

S 4 = el

Valoban, @ is, % is multiplikativ fiiggvény, igy az utobbinak az Gsszegezési
fiiggvénye is. Ezért az allitast elég a p* primhatvanyokra belatni. De ekkor
mindkét oldal 1 — %. O

Az allitast % = len (1- 1%) beszorzéasaval is igazolhatjuk.



Atfogalmazas p(n)-re*

Az el6z6ekbsl F = Z:’ L) = S llzdh(T' Ezt d szerint rendezve

iy pu(d ) > (idli<ny ¢ adodik. Nyilvan 3= dli<n} L =142+ k= k(k+1)/2,

ahol k = |n/d]. Ha k(k +1)/2 helyett (1/2)(%)-et frunk akkor az eredmény
=(1/2)n?>0_, d2) Becstiljiik meg ennek eltérését F-tol!

Mivel £ < %5 <k +1, ezért |k — 5] < 1.

Igy |k(k+1)—(2)?| < k+]|(k—2)(k+2)| <3(Z) a hdromszdg-egyenlGtlenség

miatt. Ha ezeket Gsszegezziik, akkor

[F = M| < (1/2) g |n(d) (32)] < (3n/2) o0, 3

Analizis: Y 3 <log(n) + 1. Igy |F — M| < (3n/2)(logn + 1).

R(n) =2F
tart, hiszen

B _sn D) < (3n(logn + 1) + 1) /n?, ami nullédhoz
— 0, ha n — 00. O

log n

Dirichlet-sorok*
Definicié (FGy6.6.3)
Az f szamelméleti fiiggvényhez tartozo Dirichlet-sor Dy(s) = > 7 Hn)

n=1 ns

Tétel (FGy6.6.4)
Dy.4(s) = Ds(s)Dgy(s), ha mindegyik sor abszolut konvergens.

Tudjuk, hogy abszolit konvergens sorok 6sszeszorozhatok. Ezért
Df(S)Dg(S) = (Z’ZO:1 fw(zz))( Z::l gr(r:rsl)) 7271 1 Zm 1 fr(zrsl) gms) :
Vonjuk 6ssze azokat a tagokat, ahol nm = k. Ekkor n®*m?® = k*,

fgy 2 32301 g Dk ()g(m) = Zk e O 0
Specialisan D,,(s)D1(s) = Dy«i(s) = De(s) = 1 (ahol 1 az azonosan 1 fiigg-
o

vény). Azaz (fo:l 7(1,2)) (Z}} L) =1

A Riemann-fiiggvény

Definicié (FGy, F5.6.6)

A Riemann-féle zétafiiggvény az azonosan 1 fiiggvényhez tartozo
Dirichlet-fiiggvény: ((s) = Di(s) = Y oo 5.

Ennek igen szoros a kapcsolata a primszamok eloszlasaval. Analitikus modsze-
rekkel kiterjeszthets s = 1 kivételével a teljes komplex szamsikra. A matematika
egyik leghiresebb problémaéaja az alabbi sejtés, amelynek sok mély szamelméleti
kovetkezménye lenne.

Riemann-sejtés (F6.6)

A Riemann-fiiggvény minden komplex gyGke vagy negativ egész, vagy a valos

része 1/2.
Analizisbél latni fogjuk, hogy ¢(2) = >.°0 | L = 72/6. Ezért a

n n

D, (s)D1(s) = 1 Gsszefiiggés miatt »~ | £54 = 6/7%




A 29. el6adas Gsszefoglaloja

Fogalmak

Additiv és multiplikativ szamelméleti fiiggvény (FGy6.1.1-5).
w(n) és Q(n) (FGy6.2.5, 6.2.8)*. A Mobius-fiiggvény (FGy6.2.3).
Osszegezési fiiggvény, konvoltcio (FGy6.5.1, 6.6.1).

Dirichlet sor, Riemann-fiiggvény (FGy6.6.3, F5.6.6).

Tételek

A konvoluci6 tulajdonsagai (FGy6.6.2, F6.6.2, F6.6.4/(a)).
Mobius megforditasi formula (FGy6.5.2).

A primitiv egységgyokok osszege (FGy6.5.9, K3.9.18).

Explicit képlet @,,-re (K3.9.14).

A Dirichlet-sor és a konvolici6 kapcsolata (FGy6.6.4).

Annak valosziniisége, hogy két szam relativ prim (FGy6.7.5, NB).
Riemann-sejtés (F6.6, NB).



