1. Magasabb foktu kongruenciak

Visszavezetés primhatvany-modulusra
Az f(x) =0 (n) megoldasait keressiik, ahol f € Z[z].

Elegend$ megoldani n primhatvany-osztoira.
Valéban, a kinai maradéktétel miatt ebbdl egyértelmten kaphaté megoldés
mod n.

Mely négyzetszamok végz&dnek 84-re a tizes szamrendszerben?

Ha 22 = 84 (100), akkor 22 =0 (4) és 22 = 9 (25).

Az els kongruencia megoldasai x = 0,2 (4).

A mésodiké x = +3 (25), hiszen ha 25 | 22 — 9 = (x — 3)(z + 3),
akkor valamelyik tényez6 5-tel oszthatd, de mindketts nem.

Az {x =0 (4), x =3 (25)} megoldasa x = 28 (100).

Az {x =0 (4), x = —3 (25)} megoldéasa x = 72 (100).
Az {x =2 (4), x =3 (25)} megoldasa = = 78 (100).
Az {x =2 (4), x = —3 (25)} megoldasa z = 22 (100).

Ezért a 24-re, 28-ra, 72-re és 76-ra végz6ds szamok a megfelelSk.

Visszavezetés prim modulusra

Hensel-lemma (FGy3.7.1)
Legyen p prim. Tegyiik fol, hogy f(c) = 0 (p). Ha p { f’(c), akkor mod p*
egyértelmten létezik olyan c szam, melyre f(cy) =0 (p*), és cx = ¢ (p).

Vagyis a megoldasok egyértelmiien ,felemelhetsk” p-rol pF-ra.

Az allitasban f" az f derivaltjat jeloli. A feltétel azt fejezi ki, hogy ¢ egyszeres
gyoke f-nek Z, f6lott.

All: Ha j > 1, akkor (a + tp!)™ = a™ + tp!ma™ " (p?T1).

Biz: Alkalmazzuk a binomiélis tételt. Mivel p/*! | (tp?)* ha i > 2, ezért mod
P két tag marad: a™ és (77)a™ Hp?. O
Legyen f(z) = ag+ a1 + ...+ anz™. Az el6z6 miatt

fla+tp’) = a0 +ai(a+tp)) +... +an(a” +tp/na™ ") (p*).

A jobb oldal f(a) + tp? f'(a). O

A Hensel-lemma bizonyitasa
Az fla+tp?) = f(a) +tpl f'(a) (pPF!) Ssszefiiggést a FGy-konyv az analizisbol
ismeretes Taylor-formula segitségével igazolja.

Bizonyitas k szerinti indukcioval

Ha f(cx) =0 (p¥) és cp = ¢ (p), akkor keressiik x4 1-et ¢ + tp* alakban.

Ha 0= f(cg +tpF) = f(ex) + 0¥ f(ex) (),

akkor pF-val egyszertisitve —f(cy)/p* = tf'(ck) (p) adodik (a bal oldalon egész
szam all, mert f(cx) =0 (p*)). Ez linearis kongruencia t-re, ami egyértelmtien
megoldhato, mert f'(cx) = f'(¢) (p) nem oszthato p-vel. O



Ha p | f(c), akkor az el6z6 gondolatmenetben vagy minden ¢ megfelels
(ha p**1 | f(ck), azaz ha c;, mar eleve megoldas mod p**! is),

és akkor ¢y, felemelhets p-féleképpen,

vagy egyaltalan nincs jo ¢ (ha p**1 4 f(cx)), és akkor ¢, nem emelhets fol.
Igy p| f/(c) esetén a lemma nem donti el, van-e megoldas mod p*+1.

Példa a Hensel-lemma alkalmazasara
Mely négyzetszamok végz&dnek 89-re a tizes szamrendszerben?

f(x) =2%—89 E 0 (25) megoldasait keressiik.
Mod 5 nézve 22 = 89 = 4 (5), a megoldasok ¢ = +2 (5). Emeljiik fol ezeket.
Mivel (2% —89) = 2z, és 2+ (£2) # 0 (5), a lemma alkalmazhato.
Ha ¢ = 2, akkor 4t = (89 — 22)/5 (5) megoldasa t = 3 (5).
Ezért co = 2+ 3 -5 = 17. Ellendrzés: 25 | 172 — 89 = 200.
Ha ¢ = —2, akkor —4t = (89 — (—2)?)/5 (5) megoldésa t = 2 (5).
Ezért c; = —2+2-5 = 8. Ellendrzés: 25 | 82 — 89 = —25.
Az 2?2 =89 =1 (4) megoldasai nyilvan x = +1 (4).
(A lemma most nem lenne alkalmazhat6, mert (2% — 89)" =2z =0 (2).)
Az {r=1(4), z =8 (25)} megoldasa x = 33 (100).
Az {x =1 (4), x =17 (25)} megoldasa = = 17 (100).
Az {xr =3 (4), z =8 (25)} megoldasa x = 83 (100).
Az {x =3 (4), x = 17 (25)} megoldasa = = 67 (100).
Tehat a 17, 33, 67, 83 végz6dések a jok.

2. Prim modulust kongruenciak

A megoldasok maximalis szama

Tétel (FGy3.1.2)
Ha az f € Z[x] polinom mod p vett foka k, akkor az f(x) = 0 (p) kongruencianak
legfeljebb k£ megoldasa van mod p.

Az f polinom mod p vett fokat gy értjiik, hogy vessziik a polinom egyiittha-
toinak p-vel vald osztasi maradékat, és ennek fokat tekintjiik Z,-ben. Az allitas
kovetkezik abbol, hogy Z, test, ezért egy polinomnak legfeljebb annyi gyocke
van, mint a foka. O

Tétel (FGy3.1.3)

Ha a polinomban z* helyett 2*~P*1-et frunk, akkor a mod p megoldasok halmaza
nem valtozik. Tovdbba z = 0 vizsgalata utdn 2P~! helyébe is 1-et irhatunk.
Ezért elegendd p — 1-nél kisebb foku polinomokat tekinteni.

Ez nyilvanvaloan kévetkezik a kis-Fermat-tételbdl. O



A Koénig—Rados-tétel

Tétel (FGy3.6.2, NB)
Ha p { ag, akkor az f(z) = ag + a17 + ... + ap—2aP~2 = 0 (p) kongruencia
megoldasszama p — 1 — r, ahol r az aldbbi méatrixnak a Z, test folétti rangja:

ao ay ... Qap—2
Gp—2 ap ... GQp—1 . ) ) . i
. Specialisan akkor és csak akkor létezik megoldas, ha
aq as . ap

ennek a méatrixnak a determinansa nulla mod p.

Az utolso allitas azért igaz, mert egy matrix determinénsa akkor és csak akkor
nulla, ha a rangja kisebb a méreténél (mert ilyenkor az oszlopok osszefiiggGek).
HF: Igazoljuk, hogy ha p prim, akkor 22 = —1 (p) pontosan akkor oldhat6 meg,
hap=1 (4).

3. Primitiv gyok

Mikor létezik primitiv gyok?

Definicié (FGy3.3.1, 3.3.2)
A ¢ szam primitiv gyok mod m, ha rendje ¢(m), vagyis ha minden mod m
redukélt maradékosztalyban van hatvanya.

Példak: A primitiv gy6kok mod 7 a 3 és az 5.

Pl 3-ra 3%, 32 =2 (7),

33=2.-3=6(7),3*=22=4(7),

35=4-3=5 (7) ¢s 35 =1 (7) redukalt maradékrendszer mod 7.

Modulo 9 a 2 és az 5 lesz primitiv gyck.

Modulo 8 nincs, mert paratlan szam négyzete mér 1-et ad maradékul mod 8,
de ¢(8) = 4.

Mod 15 sincs, mert ha (a,15) = 1, akkor a* =1 (15), de (15) = 8.

Tétel (FGy3.3.5)

Az m > 1 modulusra pontosan akkor létezik primitiv gyok, ha m = 2,4, egy
paratlan primhatvany, vagy annak kétszerese.

A prim modulus esete

Tétel (FGy3.3.3)
Prim modulus estén van primitiv gyok.

A Freud—Gyarmati-konyvben harom bizonyitas is szerepel. Ezek egyikét modo-
sitja a K4.3.22-beli gondolatmenet, ahol belatjuk: ha T véges test, akkor van
olyan g # 0 € T, hogy T minden nem nulla eleme g-nek hatvinya. Az alabbi
egy negyedik gondolatmenethez vezet, az allitast késébb is felhasznaljuk.

Tétel (K5.8.14)
Tegyiik fol, hogy p prim, és p { n. Ekkor p | ®,(c) akkor és csak akkor, ha
op(c) = n (itt ®,, az n-edik korosztasi polinom).



A tétel bizonyitasa

Tudjuk, hogy Hd|n Q4(x) = z™ — 1, ezt nézzik Z, f6ltt.
Mivel ¢ gyoke a baloldalnak, ezért ¢" =1 (p), azaz op(c) | n.
Tegyiik fol, hogy k = 0,(c) < n. Ekkor ¢ gydke z¥ — 1-nek is,
és mivel ¥ — 1 = [14x ®a(z), van olyan d | k, hogy ¢ gydke ®q(z)-nek.
De akkor az x — ¢ gySktényezs kiemelhets a ®4(x) és a @,,(x) polinomokbol is,
ezért (z — ¢)? | 2™ — 1. Vagyis c legalabb kétszeres gydke 2" — 1-nek Z,, folott,
és ezért gyoke a derivaltjanak is.
De (2" — 1) = na"™ !, azaz nc®! = 0 (p). Mivel p { n, ezért p | ¢, ami
ellentmond annak, hogy ¢” =1 (p). Ezzel belattuk, hogy o,(c) = n.
Megforditva, ha o,(c) = n, akkor ¢ gybke 2" — 1 = [[;,, ®a(z)-nek, tehat
valamelyik ®4-nek is. De ®4(z) | ¢ — 1, tehat d = n. O
Korabban lattuk, hogy a kis Fermat-tétel miatt 2P~' — 1 az Gsszes olyan x — b
gyoktényezs szorzata, ahol 0 < b < p. Mivel 2P~ ! — 1 = Hd|p—1 D4(x), ezért
®,_; is gyoktényezskre bomlik Z,-ben, és minden gydke primitiv gyok mod p.

Egységgyokdok mod p

Erdemes egy analogiara felhivni a figyelmet. A Z, testben az Euler-Fermat-
tétel miatt minden b # 0 elem ,,p — 1-edik egységgydk”, hiszen bP~1 = 1 (p).
A primitiv” kifejezés azt jelenti, hogy egy ilyen hatvanyaiként az Osszes tObbi
egységgyok eldall, mind C-ben, mind Z,-ben. Az el6z6 bizonyitads mutatja,
milyen szoros kapcsolat van a két fogalom kozott.

Tétel (FGy3.3.4, K4.3.24)

Ha ¢ primitiv gyok mod m, akkor ¢g* pontosan akkor primitiv gydk,

ha (k,¢(m)) = 1. Ezért szémuk ¢(¢(m)). A d rendd elemek széma d | p(m)
esetén ¢(d), ezek a g* alakd elemek, ahol (k, p(m)) = ¢(m)/d.

Mindez a hatvany rendjének képletébdl kiévetkezik, ahogy az analdg allitas
komplex szamok esetében is, mert val6jaban csoportelméleti tételrsl van szo.

O
primitiv gy6k mod p? *
Legyen p paratlan prim, PGY=primitiv gyok.
Ha g PGY mod p, akkor o, (g) = p‘(p — 1), ahol 0 < £ < p.
Valoban, legyen m = o,k (g). Ekkor g™ =1 (p) is igaz, ezért p — 1 = 0,(g) | m.
) | pFt

De m | o(p*) = p*~1(p — 1) az Euler-Fermat miatt. Ezért m/(p — 1) | p*~1,
tehat p’ ahol 0 < £ < p.

Tétel (FGy3.3.5/L1)
Ha g PGY mod p, akkor g vagy g + p PGY mod p?.

Tegyiik 6], hogy g nem PGY mod p?, ekkor az el6z6 allitds miatt 0,2 (g) = p—1,
igy g?"1 =1 (p?). A Hensel-lemma szerint

(g+p)P~ =g+ (p—pg* > =1-pg" % (p*),

ami nem kongruens 1-gyel mod p?, hiszen p { g. Ezért 0p2(9+p) nem p — 1, és
igy az el6z6 allitas miatt p(p — 1). O



primitiv gyok mod p*

Tétel (FGy3.3.5/L2)
Ha g PGy mod p?, akkor ¢ PGY mod p* (k > 3).

Bizonyitas a Freud—Gyarmati-kdnyvben, itt csak k = 3-ra igazoljuk.

A Hensel-lemma bizonyitasiahoz hasonléan:
Ha p > 3, tovabba vagy j > 2, Vagy j>1ésp|m, akkor
(a+p't)™ = a™ + tpma™ "t (pP2). O

Lattuk: o,3(g) = p'(p —1). Mivel ¢ PGY mod p?, ezért £ > 1, és ha nem PGY
mod p?, akkor ¢ < 1, igy 0,3(9) = p(p — 1). Tudjuk, hogy g?~* =1 (p), ezért
gP~' =1 +tp. A fenti képlet szerint 1 = gP®~1) = (1 4 pt)? = 1 + tp* (p°),
ahonnan p | t. Igy g?~! = 1 (p?), ez ellentmond annak, hogy g PGY mod p?. O
HF: Ha p* | b— 1, de p**1 b — 1, akkor p**2 4P — 1

Primitiv gy6k mod m

Tétel (FGy3.3.5/L3)
Ha g PGY mod p*, akkor g és g + p* koziil a paratlan PGY mod 2p*.
(A paratlant kell venni, hogy relativ prim legyen 2p*-hoz.)

Mindkettének ¢(p*) kiilonbozs hatvanya van mod p¥, igy mod 2p* is
De ¢(2p*) = (2)p(1*) = ¢(p"). O

Tétel (K4.9.10, a csoportelmélet soran igazoljuk)
Ha mod m van PGY, akkor m primhatvéiny, vagy annak kétszerese.

Végiil legyen m = 2% ahol k > 3 ést = 281 +1 > 1. Ekkor t > 1 és
2 = 14221 422k =1 (2%). Igy ¢t > 1 miatt ez két masodrendd elem.
De lattuk korabban, hogy ha van PGy mod m, akkor pontosan ¢(2) = 1 darab
masodrendii elem van mod m. Ezért nincs PGy mod 2%, ha k > 3.

Dirichlet tétele

Dirichlet tétele (FGy5.3.1)
Ha (a,b) = 1, akkor az ak+b (k > 1) szamtani sorozatban végtelen sok primszam
van.

A feltétel nyilvan sziikséges, hiszen (a,b) osztja a sorozat minden tagjat.
A bizonyitas nehéz, a komplex analizis eszkoztarat igényli.

Specialis eset (FGy5.3.2)
Végtelen sok 4k — 1 alakd prim van.

Valoban, tegyiik fol, hogy csak véges sok van, ezek p1,ps,...,pr. Tekintsik a
N =4p;...px — 1 > 1 szamot. Ez 4k — 1 alakt. Ha minden primosztoja 4k + 1
alaku lenne, akkor a szorzat is 4k + 1 alakid lenne, ami lehetetlen. Ezért van egy
p| N, ami 4k — 1 alaka. Ez kiilonbozik mindegyik p;-t6l, mert kiilonben p | N
és p | p1,p2,. .., Pk miatt p | —1 teljesiilne. O



Az nk+1 eset

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15)

Végtelen sok nk + 1 alakd prim van.

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p t n, és p | ®,(c), akkor o,(c) = n (itt
®,, az n-edik korosztasi polinom).

Tegyiik f6l, hogy csak véges sok nk + 1 alaka prim van, ezek pi,ps,...,Dk-
Legyen ¢ = np1ps ...prM, ahol M egész. Tekintsiik a N = ®,,(c) szdmot, és
legyen p ennek primosztoja.

Tudjuk, hogy ®,,(z) | 2™ — 1, ezért p | N | ¢ — 1. Mivel n | ¢, ezért p t n, és
igy a fent idézett allitas szerint o,(c) = n, amibdl n | p(p) = p — 1 kévetkezik.
Tehat a p prim tényleg nk + 1 alaka. Mivel p; | c és p | " — 1, ezért p # p;.

Be kell még latni, hogy N-nek van primosztoja, vagyis N # +1.

De a @, (np1ps . . . pxx) polinom minden értéket csak véges sok helyen vehet fol,
igy ®,(np1ps...pxM) # £1 alkalmas M-re. O

4. Osszefoglalo

A 27. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak
Primitiv gyok mod m (FGy3.3.1-2).

Tételek

Kongruencia visszavezetése primhatvany, illetve prim modulusra,
Hensel-lemma (FGy3.7.1). A mod p megoldasok széma,

a Koénig—Rados-tétel (FGy3.1.2-3, FGy3.6.2, NB).

Mely modulusokra van primitiv gyok (FGy3.3.5, K4.9.10). Prim modulusra van
primitiv gyok (FGy3.3.3, K4.3.22), kapcsolat a korosztési polinom értékeinek
primosztoival (K5.8.14).

A szamok rendje mod p (FGy3.3.4, K4.3.24).

Mod p primitiv gydk folemelése mod p* primitiv gyokké (FGy3.3.5, NB).
Dirichlet tétele (NB), a 4k + 1 és nk + 1 eset (FGy5.3.1-2, 5.3.4, K5.8.15).



