1. Primitiv egységgyokok
Primitiv n-edik egységgyokok
Definicié (K1.5.12)

Az e szam primitiv n-edik eqységgyok, ha rendje n.

Tétel (K1.5.13)
Az ¢ # 0 szdmra az alabbi harom éallitas ekvivalens.

(1) Az ¢ hatvanyai pontosan az n-edik egységgyokok.
(2) Az e rendje n.

(3) € = cos(2km/n) + isin(2kn/n), ahol (k,n) = 1.

Emlékeztets

Ha (n,k) = 1, akkor e = cos(2kw/n) + isin(2kn/n) rendje n. Ha (n,k) # 1,
akkor ey, rendje n-nél kisebb, mert a k/n tortet még egyszertsiteni kell.

Igy (2) = (3).

A primitiv n-edik egységgyokok jellemzése

Bizonyitandé:
Az ¢ # 0 szamra ekvivalens:

(1) Az ¢ hatvanyai pontosan az n-edik egységgyokok.

(2) Az e rendje n.

Bizonyitas

(1) = (2) Ha ¢ hatvanyai pontosan az n-edik egységgyokok, akkor n darab
hatvanya van, igy rendje n.

(2) = (1) Ha e rendje n, akkor n-edik hatvanya 1, és ezért n-edik egységgyok.
Igy minden hatvanya is az: €" = 1 = (¢F)" = (¢")* = 1¥* = 1. Rendje n,
tehat n hatvanya van. Igy minden n-edik egységgyokot megkapunk. O

A primitiv n-edik egységgyokok szama

Allitas (K1.5.13)
A primitiv n-edik egységgyokok szama ¢(n) (Euler-fiiggvény).
Ezek 1, = cos(2km/n) + isin(2knw/n), ahol (k,n) = 1. O



A negyedik primitiv egységgyokok il =i és i = —i,

mert 1 és 3 relativ primek 4-hez, de 0 és 2 nem. ¢(4) = 2.
Az ¢ és a —i hatvanyainak halmaza is {1,¢,—1, —i},
vagyis az Osszes negyedik egységgyokok.

A hatodik primitiv egységgyokok

1
cos(2m/6) + isin(27/6) = 5 + Z? 63
1
cos(b - 27w /6) +isin(5 - 27w /6) = 5 z? ,

mert 1 és 5 relativ primek 6-hoz, de 0, 2, 3, 4 nem. p(6) = 2.

2. A korosztasi polinom

A korosztasi polinom

Definicié (K3.9.1)
Ha n > 1 egész, akkor ®,, az n-edik korosztdsi polinom:

(I)n(il') = (.’[ - 51) cee (LE - gcp(n))a
ahol &1,...,8,(n) az Osszes primitiv n-edik egységgyok, vagyis az Gsszes olyan
komplex szam, melynek rendje n. Tehat ®,-nek egyszeres gyodkei a primitiv
n-edik egységgyokok.

Peéldak:
O1(z)=2x—-1. Py(z)=z—(-1)=z+1.
Oy(w) = (v — i) (z — (=) = ’

q)g(l') = < -

A korosztasi polinom kiszamitasa

Tétel (K3.9.5, 3.9.7)
Ha n > 1, akkor [],, ®a(z) = 2™ — 1. Ezért mindegyik kdrosztasi polinom
egész egyiitthatos.

Valéban, tudjuk, hogy z" — 1 az = — e gyoktényezdk szorzata, ahol ¢ befutja
az n-edik egységgyokoket. Nyilvan " = 1 akkor és csak akkor, ha o(e) | n.
Ezért 2™ — 1 gyoktényez6i ugyanazok, mint a ®4(x) gyoktényezsi egyiittvéve,
ahol d befutja n osztoit. Azt, hogy ®,, egész egyiitthatos, n szerint indukcioval
bizonyitjuk. A képletbdl @, (x)-et ki lehet fejezni osztéssal, és mivel a nevezében
az indukcids feltevés szerint egész egyiitthatos, normalt polinom all, a hdnyados
is egész egylitthatos. O
23 —1

Példa: @ (2)®3(r) = 2% — 1, ezért ®3(z) = T = 22 +x+1.
T —




Tovabbi médszerek

Példa (K3.9.11): Legyen p prim, ekkor ®;(z)®,(z) = 2P — 1. Igy

P —1

z—1

2 —1 2% —1 9

— = =x° —x+ 1.
Dy (2)Dy(2)P5(z) (z+1)(x3-1)

Allitas (K3.9.15, NB)

Ha m | n, és a primosztéik ugyanazok, akkor @, (x) = ®,, (/™).

Példa: ®4(z) = Po(2?) = 22 + 1, P12(v) = Bg(2?) = 2t — 22 + 1.

Ha p prim, akkor ®,x(z) = @p(xpk_l). Igy ®or(z) = 218 +2° + 1.

K3.9.12, HF: Ha n > 1 péaratlan, akkor ®3,(z) = @, (—z).

Tétel (K3.9.9, nehéz)

Mindegyik kdrosztdsi polinom irreducibilis Q és 7 folott.

P, (z) = =l+a+a®+... +aP .

D6 ()

3. A harmad- és negyedfoku egyenlet

A masodfoka egyenlet

Az y% +py+q = 0 egyenletben vezessiik be az x = y+p/2 1j ismeretlent. Ekkor
y =z —p/2, ahonnan y*+py +q = (z—p/2)* +p(x —p/2) +q = 2° + (¢ —p*/4).
Ha ez nulla, akkor x = ++/p?/4 — q, azaz y = —p/2 £ \/p?/4 — q a mésodfoku
egyenlet megoldoképlete.
Tanulsagok

(1) Az y— y — p/2 helyettesités eltiinteti az elséfoku tagot.

(2) Ezzel a problémat négyzetgyokvondsra vezettik vissza.

(3) Ha p?/4—q # 0, akkor két megoldas van, mert minden nem nulla komplex
szamnak két négyzetgyoke van.

(4) Ha p?/4—q = 0, akkor egy megoldas van, amely az 3>+ py + ¢ polinomnak
kétszeres gyoke.

A harmadfoki egyenlet

Hatarozzuk meg az asy> + asy® 4+ a1y +ap = 0 egyenlet 6sszes megoldasat C-ben
(as,az,a1,a9 € C). Ha ag # 0, akkor ez az dltaldnos harmadfoki egyenlet.



A kézenfekvs redukcios 1épések
Az egyenletet az-mal elosztva feltehets, hogy as = 1.
Ezutan végezziik el az y = x — ay/3 helyettesitést. Kiesik az x%-es tag, és az
egyenlet a kévetkezé alaku lesz:
23+ pr+q=0.
Ha ezt sikeriilne megoldani, akkor az eredetit is.

A masodfoku egyenlet megoldését (geometriai modszerekkel) mér az 6kori gors-

gok is ismerték. A most kovetkezs Otletet Scipione del Ferro és Niccolo Tartaglia
fedezte fel, 1530 koriil.

A megoldas 6tlete*

Otlet (K, 1.2. Szakasz)

(u+v)? = ud + 3u?v + 3uv? +v3 = ud + v3 + 3uv(u + v). Atrendezve, és
x = u + v-t helyettesitve:

(u +v)>=3uv(u + v)—(u® +v*) =0

2 — 3wz  —(wP 403 =0

z3 + pr  + qg=0
Vagyis HA —3uv = p és —(u® + v3) = ¢, AKKOR x = u + v megoldésa a
harmadfoku egyenletnek Innen u3v3 = (—p/3)3, és u® +v3 = —q. Ezért u? és

v® gyokei a 22 4 gz — (p/3)® = 0 masodfoku egyenletnek. Igy

Cardano képlete

Az f(x) = 2 + px + q gydkei Cardano képletébil kaphatok:

Tartaglia fedezte f6l, Cardano pubhkalta (Ars Magna, 1545).

Tétel (K3.8.1, 3.8.2)

(1) Ha az itt szerepld u és v kobgyokoket tgy valasztjuk, hogy szorzatuk —p/3
legyen, akkor f gyokét kapjuk.

(2) Az f mindegyik gycke megkaphat6 ezen a modon.
(3) Az f-nek pontosan akkor van tobbszoros gyoke, ha a négyzetgyok alatt
allo D = (q/2)* + (p/3)? kifejezés nulla.

Bizonyitas: K, 3.8. Szakasz.



Példa a képlet hasznalatara

Példa
Legyen f(x) = 23 — 212 + 20. Ekkor a Cardano-képletbdl

z= {’/f1o+\/T43+ {’/—10—\/743.

Koénnyen ellendrizhetd: (2 +iv/3)% = —10 + i1/243.

Ha u = 2+ iV/3, akkor v = (—p/3)/u = 7/(2 +iV/3) = 2 — i\/3.
Ezért x = u+v = (24+14v3) + (2 — iv/3) = 4 az egyik gydk.

Az f masik két gyokét a —10 + i1/243 masik két kobgyoke adja.
Ezek u = 2 + iv/3 harmadik eqyséqqyokikszordsei.

Ha & = cos 120° + isin 120° = —1/2 + iv/3/2, akkor

Uy = ure = —5/2 +iv/3/2 és vy = (—p/3)Juz = —5/2 — i\/3/2
uz = u1e? = 1/2 —i3v/3/2 és v3 = (—p/3) Juz = 1/2 +i3v/3/2.
Innen x5 = us + v9 = —5 és x3 = ugz + vy = 1.

Ellenérzés: (x — 1)(z — 4)(z +5) = 23 — 21z + 20.

Casus irreducibilis

Az 2% — 212 + 20 mindhirom gydke valds, mégis a Cardano-képletben negativ
szambol kellett négyzetgyokot vonni. Aki nem ismeri a komplex szamokat, nem
tudja megtenni. Ez a Casus Irreducibilis. Igy fedezték fel a komplex szamokat.

Tétel (K3.8.2)
f(x) = 23 + px + g, ahol p, q valdsak, és D = (q/2)* + (p/3)3.

1) Ha D < 0: harom kiilonb6z6 gydk van, mind valés.

(1)
(2) Ha D = 0: minden gyok valos, az egyik legalabb kétszeres.
(3)

3) Ha D > 0: harom kiilénb6z6 gyok van, az egyik valés, a masik kett6 nem

valés, és egymas konjugaltjai.

Az @ esetben semmilyen mds, valdsban maradé ,,gyokképlet” sem adhatja egyik
gyokot sem! (A Casus Irreducibilis Tétele, K6.10.2).

A negyedfoki egyenlet*

Hatarozzuk meg az a,x* + azx® +as2z? +a12+ag = 0 egyenlet 6sszes megoldasit
C-ben (ay4,as,as,a1,a0 € C). Ha ay # 0, akkor ez az dltaldnos negyedfoki
egyenlet.

A kézenfekvs redukcios 1épések
Az egyenletet ay-gyel elosztva feltehets, hogy aq = 1.
Az x — x — a3 /4 helyettesitéssel kiesik az 13-0s tag.

Otlet (K3.8.4, K3.8.5)

Egy harmadfoku egyenlet megoldasaval a fenti polinom két mésodfokd polinom
szorzatédra bonthatd. Ezért az Osszes gyok megkaphaté az egyiitthatokbodl a
négy alapmivelet és gydokvonas segitségével.



A legalabb 6todfoka egyenletek

Abel-Ruffini-tétel (K6.9.7)
Han > 5, akkor az dltaldnos n-edfoku egyenletre nem létezik olyan képlet, amely
a négy alapmiivelet és gyckvonasok segitségével megadja a megoldasokat.

Tétel (lasd K, 6.9. Szakasz)
Konkrétan az x° — 4z + 2 polinom egyik gycke sem frhato fol ilyen gydkképlet
segitségével.

A bizonyitasok a Galois-elmélet eredményei.

Felfedezsk: Niels Henrik Abel, Evariste Galois (1830 koriil). Ezt az Algebra3-4
targyban tanuljuk majd (K, 6. Fejezet). Az elméletbol kovetkezik, hogy bizonyos
szerkesztések (szogharmadolas, kornégyszogesités) nem végezhetdk el korzével
és vonalzoval.

4. Osszefoglal6

A 26. eléadashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak
Primitiv n-edik egységgyok (K1.5.12). Korosztési polinom (K3.9.1).

Tételek

A primitiv egységgyokok jellemzései (K1.5.13).

A korosztasi polinom rekurziv képlete (K3.9.5).

A korosztasi polinom egész egyiitthatos (K3.9.7) és irreducibilis (K3.9.9).
Cardano képlete (a képletet nem kell tudni), a hasznalat médja,

a tobbszoros gyokok létezésének leolvasasa (K3.8.1-2).

A Casus Irreducibilis jelensége és tétele (K6.10.2).

A negyedfoku egyenlet* (K3.8.4, 3.8.5).

A magasabb foku egyenletek nem megoldhatosaga gyokjelekkel (K6.9.7).



