1. A hatvanyok szama

Komplex szam rendje

A —1-nek két darab egész kitevsji hatvanya van: —1 és 1.

Az i-nek 4 van: i, 2 = —1, 43 = —i, i* = 1.
Innentdl kezdve ismétlsdik: i° =4, i =42 = —1, stb.

Négyesével periodikus, csak a kitevs négyes maradéka szamit.
Képletben: ha n = 4q + r, akkor i" = i" (mert i*¢ = ()9 = 1).

Hasonléan —i hatvanyai —i, (—i)? = —1, (—4)% =i, (—i)* = 1.

Ezek is négyesével ismétlddnek (és ugyanazok, mint az elgbb).

Definicié (K1.5.7)
A 0 # z € C rendje az egész kitevSs hatvanyainak a szdma.
Ez pozitiv egész, vagy a oo szimbolum. Jele: o(z).

Tehéat o(—1) =2, o(i) =4, o(—i)=4.

Szam rendje mod m

Az 9 hatvanyai mod 28: 9, 92 = 81 = 25 (28), 9 =9-25 =1 (28).
Innentdl ismétlsdik: 94 =9-9% =9 (28), 9° =9 -9 = 25 (26), stb.
Hdrmasdval periodikus, csak a kitevé harmas maradéka szamit.
Képletben: ha n = 3q + r, akkor 9" = 9" (28) (mert 93¢ = (9%)4 =1 (28)).

Viszont 2 nagyobb hatvanyai mar nem adnak 2-t mod 28
mert mind oszthatok 4-gyel.

Definicié (FGy3.2.1)
Ha (a,m) = 1, akkor a rendje mod m az egész kitevGs, paronként mod m
inkongruens hatvanyainak a szama. Ez pozitiv egész. Jele: o,,(a).

Tehat 025(9) = 3, 028(2) nem értelmes.

Csoportelem rendje
A nem nulla komplex szamok csoportja a szorzasra C*.
A Z,, gytirtt m-hez relativ prim elemeinek csoportja a szorzasra Z,,.

K4.3.9. Definicio, K4.3.10. Gyakorlat

Egy g csoportelem rendje a kiillonb6z6 hatvanyainak szama.

Jele: o(g). Ez pozitiv egész, vagy a oo szimbolum.

Ha a miivelet jele +, akkor hatvany helyett t6bbszorosrdl beszéliink.
Példak

C*-ben =i rendje 4.

Zjg-ben 9 rendje 3.

G = Z¢ . Ekkor o(4) = 3, mert tobbszorosei 4, 8 =2, 12 = 0.

G =R*. Ekkor 3 rendje végtelen: 3, 6, 9, .. ..

Az RT csoportban csak a 0 véges rendi, a 0 rendje 1.



A jo kitevsk létezése

Definicié (K1.5.6, 4.3.9)

Az n egész szam jo kitevdje a g csoportelemnek, ha 2™ = 1 (a csoport egység-
eleme).

Példaul ¢ és —i jo kitevsi C*-ben a néggyel oszthatd egész szamok.

Tétel (K1.5.8)
Legyen g € G egy csoportelem. Ha g-nek van két egyenls hatvanya, akkor van
pozitiv jo kitevGje.

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy g* = g%, de k # £. Ekkor g*=¢ = g~% = 1. Mivel a k — ¢ és
{ — k jo kitevsk egyike pozitiv, ezért g-nek van pozitiv j6 kitevéje is. O

A jo6 kitevok tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)
Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevGje.
Ekkor a jo kitev6k pontosan a d t6bbszorosei.

Bizonyitas

Legyen n jo kitevs. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:

n = dq+r, ahol 0 < r < d. Ekkor 1 = g" = g% = (g9)9g" = 199" = g".
Tehat r is jo kitev6. A d a legkisebb pozitiv jo kitevs. Mivel r < d, ezért r nem
lehet pozitiv. Tehat r = 0. De akkor n = dq+r = dq, azaz n tobbszorése d-nek.
Megforditva, ha n tobbszorése d-nek, azaz n = dg,

akkor g" = g% = (¢%)7 = 19 = 1, azaz n jo kitevé. O

A hatvanyok periodikusan ismétlédnek

Tétel (K1.5.8, 4.3.10, FGy3.2.2)
Legyen 0 # g € C legkisebb pozitiv jo kitevGje d. Ekkor g rendje d, és g hatvanyai
d hosszt periddusban ismétlédnek.

Bizonyitas:

Belattuk: a jo kitev6k pontosan a d t6bbszordsei.

=9 =g *t=1=d|k-¢

Ezért 1 = ¢° = ¢, g%, ..., g% ! paronként kiilonbozs. Ezek g Gsszes hatvanyai,

mert ha n tetsz6leges egész, akkor n = dg+r, ahol 0 < r < d, ésd|n—r
miatt g" = ¢g". (Igy ¢g" csak az n-nek a d-vel valé osztasi maradékatol fiigg.)
Tehat g kiilonb6zé hatvanyainak a szama d. Azaz g rendje d, és a hatvanyok
peridédikusan ismétlédnek. O



Permutacié rendjének leolvasasa

Allitas (K4.3.12)

Az f = (x1,...,2%) ciklus rendje k, vagyis a hossza. Permutéacié rendje a
diszjunkt ciklushosszak legkisebb k6zos tobbszorose.

Peélda: (23)(15)(45)(42)(13) = (12)(354) rendje [2, 3] = 6.

FONTOS: a ciklusok diszjunktak kell, hogy legyenek!

Bizonyitas

Ha ¢ < k, akkor f az xi-et xpyy # x1-be viszi, igy f* # id. De f¥ = id,
mert a ciklus minden eleme egyszer ,korbemegy”. Legyen g = g1 ... gm, ahol
g1, -, 9gm diszjunkt ciklusok. Ekkor ¢’ = id <= gf = id minden j-re, mert
ezek a ciklusok diszjunkt halmazokat mozgatnak. De gf = id <= g, rendje

(vagyis a hossza) osztoja f-nek. Tehat g jo kitevsi a g; ciklusok hosszainak
k6z06s tObbszorosei. O

2. Hatvany rendjének képlete

A bolhas feladat

Egy bolha ugral koérbe egy szabalyos n-szg csiicsain tgy, hogy minden ugrasnél
k cstcsnyit jut elére. Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz? Hany kort
tesz meg ezalatt? Hany csdcsot érint Osszesen?

Legyen n = 6, a csucsokat szamozzuk igy: 0,1,2,3,4,5.

k  bejaras ugrasszam  korszdm  cstcsszam
1 0-1-2-3-4-5-0 6 1 6

2 0-2-4-0 3 1 3

3 0-3-0 2 1 2

4 0-4-2-0 3 2 3

5 0-5-4-3-2-1-0 6 5 6

k n/(n,k)  k/(n,k) n/(nk)

A bolhas feladat megoldasa

Megoldas (K1.5.9)
A bolha k-asaval ugral: m ugras utdn a km-edik csdcson lesz. Ez akkor a
kiindulépont, ha n | km. A legkisebb ilyen m kell.

| km <= & i
n| km —— | —=m
(n,k) | (n, k)
Mivel n/(n, k) és k/(n, k) relativ primek, ez akkor igaz, ha
n
(n, k)

A legkisebb ilyen m maga az n/(n, k). Igy a bolha n/(n,k) ugrast tesz meg,
amikor elGszor visszaér.



HEF: ennyi csticsot is érint.
Ezalatt k-szor ennyi ,tavolsagot” tesz meg, ami kn/(n, k). A kor hossza n, ezért
a megtett korok szama a megtett tavolsag n-edrésze, vagyis k/(n, k). O

Hatvany rendjének képlete
Tétel (K1.5.10, 4.3.10)

Ha g rendje véges és k egész, akkor o(g*) =

Bizonyitas

Legyen g rendje n, irjuk ¢ hatvanyait egy n-szog csticsaira. Amikor ¢g*-t hat-
vanyozzuk, akkor k-aséval ugralunk kérbe a csticsokon, a 20 = 1-bél kiindulva.
A bolhas feladat miatt elGszor az n/(n, k)-adik 1épésben kapunk 1-et. Vagyis
g*-nak az n/(n, k)-adik hatvanya lesz elszor 1. O

Nlusztracio: o(i) = 4. Ezért o(i®) =

A rend meghatarozasa komplex szamokra

Allitas (K1.5.11)

A 0 # z € C rendje pontosan akkor véges (azaz z akkor egységgyok),
ha hossza 1,

és szoge a 27 raciondlis tObbszorose.

Legyen a szog (p/q)2m. Egyszerisitsiik ezt a tortet: p/q = k/n.

Igy (k,n) =1, ekkor 2z = &5 = cos(% - 2) +isin(% - 2m) rendje n.

Bizonyitas

Ha z™ = 1, akkor z = cos(2kn/n) + isin(2kw/n) alkalmas k-ra. Lattuk, hogy
€1 = cos(2m/n) + isin(27/n)-nek a k-adik hatvanya ey, ezért £; hatvanyai pon-
tosan az n-edik egységgyokok. Igy e1-nek n darab hatvanya van, azaz rendje
o(1) = n. A hatvany rendjének képlete miatt o(ex) = o(e¥) = n/(n, k). Mivel
(n, k) =1, ezért o(ex) = n. O

Példa a rend meghatarozasara
Allitas
Ha (n, k) = 1, akkor ¢, = cos(2k7/n) + isin(2km/n) rendje n.

Példa (K1.5.15)
Mennyi lesz z = cos 336° + isin 336° rendje?



Megoldas
cos 336° + 14 sin 336° hossza 1, szoge 336-1°, ami 336/360-27. 336/360 racionalis
szam, igy z egységgyok. Egyszertisitve:

336 14
360 15
Tehét z = cos(14 - 27/15) + isin(14 - 2w /15). Mivel (14, 15) = 1, ezért z rendje
a fenti allitas miatt 15. O

A rend tulajdonsagainak Gsszefoglalasa

Osszefoglalas (K1.5.8, K1.5.11)
Legyen z nem nulla komplex szédm.

o A z egységgyok, ha 2™ = 1 alkalmas m > 0 egészre.

e Ha z nem egységgyok, akkor barmely két egész kitevsjid hatvanya kiilon-
b6z6. Ilyenkor z rendje oo.

e Ha z egységgyok, akkor a hatvanyai periodikusan ismétlgdnek. A periodus
hossza z rendje, o(z). A rend a hatvanyok szama.

o 2F =20 = o(2) | k— (. Igy 2" =1 < o(2) | n.

e A z jo kitevdi azok az n egészek, melyekre 2™ = 1.

e A z rendje a legkisebb pozitiv jo kitevGje. A j6 kitevSk pontosan a rend
tobbszordsei.

e A z akkor egységgyok, ha hossza 1, szoge 2m-nek raciondlis tobbszorose;
o(z) ezen egyszertisithetetlen tort nevezgje.

3. Osszefoglald

A 25. el6adashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak

Komplex szdm rendje (K1.5.7).

Szam rendje mod m (FGy3.2.1).

Csoportelem rendje, jo kitevije (K1.5.6, 4.3.9).

Tételek

Csoportelem hatvanyainak egyenlésége (K1.5.8),

a rend és a jo kitevok kapcsolata (K1.5.8, 4.3.9, Fgy3.2.2).
Permutécio rendje a ciklusfelbontasbol (K4.3.12).

A hatvany rendjének képlete (K1.5.10, 4,3,10).

A rend leolvasasa a trigonometrikus alakbol (K1.5.11).



