Irreducibilitas Q[z]-ben (K3.5. szakasz)

A Q[z] legfeljebb harmadfokd polinomjainak irreducibilitdsat eldonthetjiik a
raciondlis gydkteszt segitségével.

Altalanos modszert nem tanulunk, az alabbi néha mikodik.

Schonemann—Eisenstein-kritérium (K3.5.2, biz. késGbb)
Legyen f egész egyiitthatos, nem konstans polinom. HA van olyan p primszam,
amelyre

(1) p nem osztja f f6egyiitthatojat;
(2) p osztja f Gsszes tObbi egylitthatojat;
(3) p? nem osztja f konstans tagjat,

AKKOR f irreducibilis Q folott.

Példa: 212 + 60z — 150 irreducibilis Q folétt (p = 2 j6). A p = 3 nem jo: 3 | 21.
A p=5nem j6: 52 | 150.

A Schonemann—Eisenstein-kritérium tanulsagai
Tanulsagok

(1) Nem igaz a megforditisa. Példa: x + 1 irreducibilis Q {6l6tt, de nem
alkalmazhato6 ra a kritérium.

(2) A nevezdkkel felszorozva racionélis egyiitthatos polinomokra is alkalmaz-
hato lehet. Példa: 27 + (2/3).

(3) Csak Q folotti, és nem Z folotti irreducibilitast biztosit. Példa: 9z + 18
irreducibilis Q folott, de Z folott nem: itt 9(x + 2) nemtrivialis felbontas.

(4) A kritérium miatt 2™ — 2 irreducibilis minden n > 1-re. Azaz létezik Q
folott akarhdnyadfoki irreducibilis polinom.

(5) Forditott Schénemann—FEisenstein-kritérium: Ha a p prim osztja a poli-
nom minden egyiitthat6jat a konstans tag kivételével, és p? nem osztja a
fGegylitthatot, a polinom akkor is irreducibilis Q folott (K3.5.7).

Tovabbi modszerek Q folott

Allitas (K3.5.5)
f € Q[z] irreducibilis Q folott, ha alkalmas eltoltja, vagyis az f(z + ¢) polinom
irreducibilis Q folott (c € Q).

Valoban, f(z) = g(x)h(z) <= f(x+c¢) =g(z + c)h(z + ¢).

Példa: z* + 1-re nem alkalmazhaté a Schénemann-Eisenstein. De
(x+1)*+1 =2t + 423 + 622 + 42 + 2, erre mér igen, p = 2-vel.
Tehat z* + 1 is irreducibilis Q f615tt.



Tétel
Létezik algoritmus az irreducibilitas eldontésére Q f6lott, példaul interpolécio
segitségével. Van hatékony algoritmus is.

A modszerek Gsszefoglalasa: a Kiss-konyv 111. oldalan.

1. Egész egyiitthatdés polinomok

Oszthatosag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[z], akkor f | g akkor és csak akkor, ha van
olyan h € Zlx], hogy g = fh.

Allitas (K3.1.6)

Az f(x) € Z]x] akkor és csak akkor oszthaté Z[x]-ben a c egész szammal, ha
f minden egyiitthatoja oszthato c-vel.

Bizonyitas

Ha ¢ | f(x), akkor van olyan h(z) = by + biz + ... + byx™ € Z[z], melyre
ch(z) = f(z). Ezért f(zx) egylitthatdi a cb; szamok, amik mind c-vel oszthatok.
Megforditva: Legyen f(x) = ag+a1z+...+a,x™. Ha minden a; oszthat6 c-vel,
akkor vannak olyan b; egészek, hogy cb; = a; minden i-re.

Igy f(z) = c(bg + bix + ... + b,a™), és a zardjelben egész egyiitthatos polinom
all. Ezért ¢ | f(x). O

Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, Z[z]-ben csak a +1. Az f = gh
trividlis felbontds, ha g és h valamelyike egység. Az f felbonthatatlan, mas szoval
irreducibilis, ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontéasa.

Példa: az f(x) = 6(2? — 2)(2? + 1) € Z[z] irreducibilisekre bontasa
Z[z]-ben 4 tényezés: 2-3 - (22 —2) - (2% +1).

Definicié (K3.4.1)

Primitiv polinom: egyiitthatéinak legnagyobb kozos osztdja 1.

Példa: 6025 + 3621 + 90 = 6(102° + 62 + 15). Kiemeltiik az egyiitthatok
legnagyobb kozos osztojat. Nyilvan (10,6,15) = 1 (de nem péaronként relativ
primek). Ezért 102® + 62* + 15 mér primitiv polinom.

Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)
Ha egy n egész szam Z-ben felbonthatatlan, akkor polinomként tekintve felbont-
hatatlan Z[z]-ben is.



Bizonyitas

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység. Tudjuk, hogy a
Z és a Z]x] egységei ugyanazok: +1. Ezért n a Z[x]-ben sem egység.

Kell: n minden felbontasa trivialis Z[z]-ben. Tegyiik fel, hogy n = g(x)h(z),
ahol g,h € Z[z]. Mindkét oldal fokat véve 0 = gr(n) = gr(g) + gr(h) adodik.
Ezért g és h is nem nulla konstans, azaz egész szam. Mivel n felbonthatatlan
Z-ben, ez a felbontés trivialis, vagyis g és h egyike egység Z-ben, igy Z[z]-ben
is, és ezért az n = g(x)h(x) felbontés tényleg trivilis Z[z]-ben. O

Prim konstans polinomok*
Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység, és minden
g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma I (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z[x]-ben is prim (konstans polinomként).

Bizonyitas

Mivel p prim, ezért nem nulla, és nem egység Z[z]-ben sem. Tegyiik fel, hogy
p | g(x)h(x), ahol g(z) = ag+ar1x+ ...+ apa™ és h(x) = by +brx+...+ byua™.
Indirekt feltevés: p 1 g és p t h. Legyen i, illetve j a legnagyobb index, melyre
p 1 a;, illetve p t b;. Mivel p prim Z-ben, p { a;b;. De minden més tag p-
vel oszthato a Ci+j = aobj_H' + ..+ ai_lbj_,_l + aibj + ai+1bj_1 + ...+ a,;+jb0
dsszegben, ami gh egy egyiitthatoja. Igy pt Ci+j, ellentmondas. O

Az els6 Gauss-lemma elsé kévetkezménye*

Gauss-lemma I, els6 kévetkezmény (K3.4.4)
Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas

Ha gh nem primitiv, akkor van olyan p € Z prim, amire p | gh. Ha g, h primitiv,
akkor pt g és pth, ez ellentmond Gauss I-nek. O
Allitas

Minden f € Q[z] polinom felirhato (s/t)fo alakban, ahol s és ¢ relativ prim
egészek, fo € Z[z] pedig primitiv.

Bizonyitas
Hozzuk f egyiitthatoit k6zos nevezdre, majd emeljiik ki a szamlalok legnagyobb
kozos osztojat, végiil egyszertsitsiink. O

Az els6 Gauss-lemma masodik kévetkezménye*

Gauss-lemma I, masodik kévetkezmény (K3.4.5)

Legyen f € Z[x] primitiv. Ha g € Q[z] és h = fg € Z[x], akkor g € Z[z]. Igy
ha egy primitiv f osztéja egy h € Z[x] polinomnak Q[z]-ben, akkor f osztoja
h-nak Z[z]-ben is.



Bizonyitas

Az el676 allitas szerint g = (s/t)go, ahol (s,t) = 1 és go primitiv.

Ekkor th = sfgo. Ha p primosztéja t-nek, akkor p | sfgo. Az els6 Gauss-
lemma miatt p | s, vagy p | f, vagy p | go. Mindharom lehetetlen, az els6 azért,
mert ¢ és s relativ primek, a masik kett6 azért, mert f és go primitivek. A ¢
szamnak nincs tehat primosztoja, vagyis ¢ egység, és igy g = (s/t)go tényleg
egész egylitthatos polinom. O

A masodik Gauss-lemma*

Példa: z2 — 1 = [(2/3)x — (2/3)] [(3/2)x + (3/2)].

Ez az 22 — 1 egy elbonyolitott felbontasa. Ki lehet javitani, ha az els6 tényezdt
3/2-del, a masodikat 2/3-dal szorozzuk. A masodik Gauss-lemma szerint ez
mindig lehetséges.

Gauss-lemma II (K3.4.7)

Ha 0 # f € Z[z] és f = gh, ahol g,h € Q[z], akkor g és h megszorozhatd
racionélis szamokkal tigy, hogy a kapott g; és hy polinomok egész egyiitthatosak
legyenek, és f = g1h; teljesiiljon.

Bizonyitas

Legyen g = rgo és h = shg, ahol r,s € Q és go,ho € Z[z] primitiv. Ekkor
f = (rs)(goho). A Gauss-lemma I els§ kovetkezménye miatt gohg primitiv, igy
a masodik kovetkezménye miatt rs € Z[z], azaz rs egész szam. Igy a g, = rsgo
és h1 = hg jo valasztés. O

Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z[x] nem konstans és irreducibilis Z f516tt, akkor f irreducibilis Q
folott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q folott, akkor Z folott is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q 6l6tt.

Tegyiik f6l, hogy f = gh nemtrividlis felbontas Q f515tt, tehat g és h nem
konstans. A maéasodik Gauss-lemma miatt f = g1hy, ahol g1,h) € Z|x], és
gr(g1) = gr(g), gr(h1) = gr(h). Az f = g1hy felbontas trivialis Z f6lott, mert f
irreducibilis Z[z]-ben. Igy g1 és h; egyike +1, de akkor f és g egyike konstans,
ami ellentmond annak, hogy f = gh nemtrivialis felbontas.

(2): Ha f primitiv, irreducibilis Q f6l6tt és f = gh, ahol g,h € Z[z], akkor a
Q folotti irreducibilitds miatt g és h egyike konstans, és igy egész szam. Mivel
f primitiv, ez az egész szam csak +1 lehet. O



Z[z] irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)
Egy f € Z[x] polinom pontosan akkor irreducibilis Z 616tt, ha

(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),

(2) vagy egy primitiv polinom, amely Q folott irreducibilis.

Bizonyitas

A felsorolt polinomokr6l mar belattuk, hogy Z[z]-ben irreducibilisek. Tegyiik
fel, hogy f € Z[z] irreduciblis. Emeljiik ki egyiitthatéinak legnagyobb kozos
osztojat: f = nfy, ahol fo primitiv és n egész. Ez trivialis felbontas kell, hogy
legyen, ezért vagy fo = +1, vagy n = +1. Az els6 esetben f = +n egy Z-beli
primszam. A mésodik esetben f primitiv, és nem konstans, kiilénben f egység
lenne Z[z]-ben. Lattuk, hogy ekkor f irreducibilis Q f6l6tt. O

Z|z] alaptételes: egyértelmiiség

Tétel (K3.4.10)
Zlx]-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitas
Az egyértelmiség igazolasahoz elég megmutatni, hogy minden irreducibilis prim
(ebbdl a bizonyitas ugyanaz, mint egészekre).

Legyen f € Z[z] irreducibilis. Ha f konstans primszam, akkor az els6 Gauss-
lemma miatt f prim Z[z]-ben. A mésik esetben f primitiv és irreducibilis Q
folott. Tegytik f6l, hogy f osztoja Z[z]-ben gh-nak, ahol g,h € Z[z]. Mivel
Q[z] alaptételes, f primtulajdonsagu Q[x]-ben, tehat f osztoja g-nek vagy h-nak
Q[z]-ben. Az elsé Gauss-lemma masodik kévetkezménye miatt ez az oszthatosag
Z[z]-ben is fénnall. Igy f prim Z[z]-ben.

Z[z] alaptételes: a felbontas létezése

Elgszor megmutatjuk, hogy minden nem konstans primitiv polinom felbonthaté
felbonthatatlanok szorzatéara.

Legyen g minimalis foku ellenpélda. Ha ¢ irreducibilis, akkor az egytényezGs
felbontés jo. Ha nem, akkor g = hk ahol h és k nem egység. Mivel g primitiv,
h és k is az. Igy egyikiik sem konstans (mert akkor egység lenne), és ezért mind-
ketten g-nél alacsonyabb fokiak. Mivel g foka minimalis, h és k& méar felbomlik
irreducibilisek szorzatara. A két felbontast Osszeszorozva g felbontasat kapjuk.

Ha f € Z[z] tetszoleges, akkor legyen f = nfy, ahol fy primitiv polinom és n
egész. Ekkor n felbonthaté prim egész szamok szorzatara, fy pedig a fentiek
szerint irreducibilisek szorzatara. O



A Schonemann—Eisenstein-kritérium

Schénemann—Eisenstein-kritérium (K3.5.2)
Legyen f egész egyiitthatos, nem konstans polinom. HA van olyan p primszam,
amelyre

(1) p nem osztja f fSegyiitthatojat;

(2) p osztja f Osszes tObbi egylitthatojat;

(3) p? nem osztja f konstans tagjat,
AKKOR f irreducibilis Q fol6tt.

Bizonyitas

Tegyiik f6l, hogy f mégsem irreducibilis Q f6l6tt, vagyis az f-nél alacsonyabb
foku, racionélis egytitthatos g és h polinomok szorzatara bonthatd. A mésodik
Gauss-lemma miatt feltehetjiik, hogy g és h egész egyiitthatos.

A Schonemann—Eisenstein-kritérium bizonyitasa

Legyen f(x) = ag+...+anz™, g(x) =bo+...+byxk és h(z) = co+ ...+ cpxt,
ahol gr(g) = k < n és gr(h) = £ < n. Mivel a,, = brcy, a by, és ¢y egészek egyike
sem oszthato p-vel. Tovabba ag = bgcg, és mivel ag oszthatd p-vel, de p3-tel
nem, ezért a by és ¢y szamok koziil pontosan az egyik oszthato p-vel. A g és a h
esetleges cseréjével feltehetjiik, hogy ez a by. Legyen i a legkisebb olyan index,
amelyre b; nem oszthato p-vel. Ilyen ¢ van, hiszen by oszthaté p-vel, de by nem,
és 0 < i < k. Mivel f = gh, ezért a; = boc; + bic;_1 + ... + bj_1c1 + bicp.
Ez az egyiitthato nem oszthatd p-vel, mert az 0sszeg mindegyik tagja oszthato
vele, kivéve az utolsé tagot. A feltétel szerint f egyiitthat6i oszthatok p-vel,
kivéve a,-et. Ezért i = n, azaz ¢ < k miatt £k > n. Ez ellentmond a k£ < n
feltételnek. O

A tobbhatarozatlant polinomok szamelmélete

Tétel (K3.4.10, K3.4.11)
Tudjuk: A Z[z] polinomgytri alaptételes.
Altalénositas: Ha R alaptételes, szokasos gytirt, akkor R[z] is az.

Bizonyitas

Ugyanuigy, mint Z[z] esetében. Ehhez meg kell mutatni, hogy ha R szokasos
gylrd, akkor az elemeibdl torteket lehet képezni a szokasos tulajdonsagokkal,
azaz testet kapunk. Lasd: hdnyadostest, K5.7.

Kovetkezmény (v6. K3.4.12)

Ha R alaptételes, szokasos gytri, akkor R[xy,xo,...,x,] is az.
Specidlisan Z[x1, xa, ..., x,], és ha T test, akkor T[zq, za,...,z,] is
alaptételes gyirik.



2. Osszefoglald

A 24. eléadashoz tartozoé vizsgaanyag

Fogalmak
Primitiv polinom (K3.4.1).

Tételek

A Schénemann—Eisenstein-kritérium (K3.5.2, K3.5.7).

Az eltolt irreducibilitasa (K3.5.5).

Gauss-lemma I (K3.4.3%), ennek két kovetkezmeénye (K3.4.4%, K3.4.5%).
Gauss-lemma IT (K3.4.7%).

A Z[z] irreducibiliseinek visszavezetése Q[xz]-re (K3.4.8).

Z[z] alaptételes (K3.4.10).

Zlxy,x2,. .., Ty, Tx1,xa,...,2,] alaptételes, ahol T test (K3.4.10-12).



