1. A szamelmélet alapjai polinomok kozott

Oszthatosag

Ismétles (K3.1.3, K2.3.2)

Legyen R szokasos gytrd. A g € R[z] osztdja f € R[x]-nek R[z]-ben, ha létezik
olyan h € R[z], hogy f(z) = g(x)h(z). Jeldlés: g | f (vagy néha g g f). Az
/ € RJz] polinom pontosan akkor egység, ha egy olyan konstans polinom, amely
egység R-ben.

r + 1 osztdja 22 — 1-nek Clz], R[z], Q[z], Z[r] mindegyikében,

mert 22 — 1 = (x + 1)(z — 1), és z — 1 € Z[z], Q[z], R[z], C[z].

2 osztoja z-nek Clz], R[z], Q[z] mindegyikében,

mert z = 2(z/2), és z/2 € Qlz], R[z], C[z].

2 nem osztoja z-nek Z[x]-ben, mert ha 2h(z) = x lenne,

ahol h(z) = ¢g + c1z + ..., és co,c1,... egészek, akkor x egyiitthatojat véve
2c¢1 = 1 teljesiilne.

A hanyados egyiitthatoi

Kovetkezmény (K3.2.2)
Tegyiik f6l, hogy g(x) osztéja f(x)-nek Clz]-ben, és f,g € R[z]. Ekkor g | f
teljesiil R[z]-ben is.

Bizonyitas
A felteves szerint f(x) = g(x)h(z), ahol h € Clz]. Osszuk el maradékosan f-et
g-vel R[z]-ben:

f=9q+r,
ahol ¢,r € R[z] és r = 0, vagy gr(r) < gr(g). Ez C[z]-ben is egy maradékos
osztas. De C[z]-ben

f=9gh+0
is egy maradékos osztas. A Clz]-beli egyértelmiség miatt g(x) = h(xz). De
q € R[z], ezért h € R[z]. O

Ugyanigy R helyett Q-ra is.

2. Irreducibilis polinomok

Példak felbontasra

Ismétlés (K3.1.13)

Legyen R szokasos gytird. Az f € R[z] polinom irreducibilis R félott, ha nem
nulla, nem egység, és ha f = gh, ahol g,h € R[z], akkor g és h valamelyike
egység (azaz konstans, és R-ben egység).



Példa (K3.3.14)

Az f(z) = 6(2% — 2)(2? + 1) € Z[z] alaptétel szerinti felbontasai:
Clxz]-ben 4 tényezs: (6 — 6v/2) - (x ++/2) - (z +1i) - (z — ).
R[z]-ben 3 tényezs: (69: - 6\[) (z+v2) - (22 +1).

Q[z]-ben 2 tényezs: (622 — 12) - (22 + 1).

Zlx]-ben 4 tényezs: 2 -3 - (x —2)- (22 +1).

A 6 nem lehet kiilon tényezs C, R, Q {6l6tt, mert egység.
A Z]x]-ben 6 nem egység, s6t 2, 3 itt irreducibilis polinomok.

Gyokok és irreducibilitas

Tétel (K3.3. szakasz)
Legyen T test.

(1) Az f € T[x] akkor és csak akkor irreducibilis T' £616tt, ha nem konstans,
és nem bonthatoé T'[x]-ben alacsonyabd foki polinomok szorzatara.

(2) Elséfoki polinom mindig irreducibilis T'[x]-ben.

(3) Mdsod- és harmadfokd polinom akkor és csak akkor irreducibilis T[z]-ben,
ha nincs gydke T-ben.

(4) Legaldbb negyedfoki polinom, HA van gydke T-ben, akkor biztosan NEM
irreducibilis T'[z]-ben. Ha nincs gydke, attol még lehet reducibilis!
Példa: Q[z]-ben (22 + 1)2.

(5) Gyok létezése elsdfoku irreducibilis tényezonek felel meg.
Ezek koziil csak (4) igaz Z[x]-ben!

Gyo6kok és irreducibilitas — bizonyitasvazlat
Legyen T test. Ekkor egy g € T[z] polinom pontosan akkor egység, ha nem 0
konstans, azaz a foka 0.

Ha f = gh, akkor gr(f) = gr(g) + gr(h). Ezért ez a felbontas akkor és
csak akkor nemtrivialis, ha 0 < gr(g), gr(h) < gr(f). Igy f akkor reducibilis, ha
alacsonyabb fokiak szorzatdra bomlik.

Ha gr(f) = 1, akkor ez nem lehetséges, és f nem is egység. Ezért elsdfoku
polinom mindig irreducibilis.

Ha f-nek van egy c € T gyoke, akkor az x — ¢ gyoktényezd kiemelhetd, és
ezért f-nek van els6foku tényezdje T folott. Megforditva, ha f = gh, és példaul
g foka 1, akkor g(z) = ax + b alaka, ezért —b/a € T gyoke g-nek, igy f-nek is.
Tehat gyok létezése tényleg elsdfoku tényezdnek felel meg.

Ha gr(f) = 2 vagy 3, és f = gh nemtrivialis felbontas, akkor gr(g) és gr(h)
valamelyike 1, és ezért f-nek van gyoke T-ben. O



Irreducibilitas C|z]-ben

Tétel (K3.3.5)
A C[x] irreducibilis polinomjai pontosan az elséfokuak.

Bizonyitas

Ha f els6foki, akkor irreducibilis (lattuk).

Megforditva: Ha f irreducibilis, akkor legalabb els6fokii.

Az algebra alaptétele miatt van f-nek egy ¢ € C gyoke. Ekkor f(z) = (x—c)h(x)
alkalmas h € C[x]-re. Ez a felbontés trivialis kell legyen, és ezért h egység. Tehat
f tényleg elssfokii. O

Egy komplex egyiitthatos polinom irreducibilisekre vald felbontasat ugy kap-
juk, hogy gyoktényezskre bontjuk, és a fGegyiitthatot valamelyik tényez8hoz
hozzacsapjuk.

3. Konjugalt gyokok

Az algebra alaptételének kévetkezménye

Belattuk (K2.5. szakasz)
Minden n-edfokt komplex egytitthatés f polinom folirhaté c(x —by) ... (x —by,)
alakban, ahol c az f f6egyiitthatoja. Ez az f polinom gydktényezds alakja.

Belattuk
Minden n-edfokt komplex egylitthatds polinomnak multiplicitasokkal szdmolva
n darab gyoke van.

Allitas (K3.3.9)
Paratlan foku valos egyiitthatos polinomnak van valos gyoke.

Otlet: parositsunk minden gyokot a komplex konjugaltjaval.

Gyo6k konjugaltja

Allitas (K3.3.6)
Legyen f =ag+ a1z + ...+ apx™ valds egyiitthatés polinom. Ha ¢ € C gyoke
f-nek, akkor ¢ konjugaltja is gyoke f-nek.

Bizonyitas
ag+aic+...+a,c* =0,

vegylik mindkét oldal konjugéltjat. A konjugalas Gsszeg- és szorzattarto:
ztw=zZ+wezw=7zwW.

Igy ezt kapjuk:

fle)=a+arc+...+a,c"=0=0.
Valos szam konjugaltja onmaga, tehat 0 = 0 és @; = a;. Igy a bal oldalon f (6)
all, a jobb oldalon 0, tehat ¢ gyoke f-nek. O



A konjugalt multiplicitasa

Allitas (K3.3.6)
Ha f € R[z], akkor ¢ és a ¢ ugyanannyiszoros gydke f-nek.

Bizonyitas

f foka szerinti indukcioval. Ha ¢ valos: nyilvanvalo. Legyen ¢ = a + bi, ekkor
¢ = a—bi. Ha ¢ nem valos, akkor ¢ # €, igy © — ¢ és x — ¢ egyszerre kiemelhetsk.
Tehat f(z) = (x — ¢)(x — €)h(z), ahol h € C[z].

(x —c)(x —¢) =22 — (c+¢)x + c¢ = 2% — 2az + (a® + b?) € R[z].

A korabbi Kévetkezmény (K3.2.2) miatt h(z) is valos egyiitthatos.

Az indukciés feltevés miatt ¢ és ¢ ugyanannyiszoros, mondjuk k-szoros gyokei
h(z)-nek (k = 0 is lehet!). Igy f(x)-nek c és ¢ is k + 1-szeres gydke. O

Irreducibilitas R[z]-ben

Tétel (K3.3.8)
Az Rlz] irreducibilis polinomjai pontosan az elséfokuak, tovabba azok a mésod-
fokuak, melyeknek nincs valos gyoke.

Bizonyitas

Ha f € R[z] legalabb elssfokn, akkor az algebra alaptétele miatt van ¢ komplex
gyoke. Ha c valos, © — ¢ kiemelhet6 R f6l6tt. Ha nem, lattuk kordbban:

(z —¢)(x —7) valos egyiitthatos, és f(x)-bdl kiemelhets, ami R f6lotti felbontést
ad. Ezért ha f irreducibilis R f6l6tt, akkor legfeljebb mésodfoki. O

Egy valos egyiitthatés polinom irreducibilisekre valé felbontasat tugy kapjuk,
hogy gyoktényezskre bontjuk C {616tt, és mindegyik nem valds gyokot parositjuk
a komplex konjugaltjaval.

Példa: 4 + 4 = (22 4 22 + 2)(2? — 2z + 2) (K2.5.10. Gyakorlat).

4. Osszefoglalo

A 23. el6adashoz tartoz6 vizsgaanyag

Fogalmak
Egység és irreducibilitas a polinomgytirtben (K3.1.3, 2.3.2, 3.1.13).

Tételek

Gyokok és irreducibilitas kapcsolata test f6lott (K3.3).

Paratlan foku valos egyiitthatos polinomnak van valos gyoke (K3.3.9).
Konjugalt gyok multiplicitasa valos egylitthatos polinomra (K3.3.6).
A CJz] és R[x] irreducibilisei (K3.3.5, 3.3.8).



