1. A maradékos osztas

Egész szamok osztasa

Példa
223 : 7=
—21
13
-7

223 =7-31+ 6. Itt 31 a hdnyados, 6 a maradék.

Visszaszorzunk
Kivonunk

Allitas (kicsit gyengébb, mint szamelméletbsl)
Minden a,b € Z esetén, ahol b # 0, létezik olyan q,r € Z, hogy a = bq + r és
r| < [b].

Polinomok osztasa

Példa

(22° + 222 +3z +2) : (22 +1) =2z + 2]
—(22°4+ 0 +2z)
202+ x +2
— (2224 0 +2)

223 + 222 +3x + 2= (22 + 1)(22 + 2) + .

Fétagokat elosztjuk: (223)/2? = 22
Visszaszorzunk: (2x)(z? + 1) = 22 + 22
Kivonunk

Fétagokat elosztjuk: (2z2)/x? =2
Visszaszorzunk: 2(x? + 1) = 222 4 2
Kivonunk

Tétel (K3.2.1)
Minden f, g € C[z] esetén, ahol g # 0, létezik olyan ¢, r € Clz], hogy f = gq+r,
és r = 0, vagy gr(r) < gr(g). A g hdnyados és r maradék egyértelmiien
meghatarozott.




Maradékos osztas: létezés

Tétel (K3.2.1)

Legyen R szokasos gytiri.

Ekkor az R[z] polinomgytrtiben minden olyan g € R[z]| polinommal lehet ma-
radékosan osztani, amelynek féegyiitthatdja invertdlhats (azaz egység).

Ez azt jelenti, hogy tetsz6leges f € R[z] polinomhoz léteznek olyan ¢, € Rlx]
polinomok, melyekre f = gq + r, ahol vagy r = 0, vagy r foka kisebb g fokanal.

Indukeio gr(f) szerint. Ha f =0, vagy gr(f) <gr(g): f=9g-0+ f.

Tegyiik fol: gr(f) = n > gr(g), és az n-nél kisebb fokaakra igaz.

Legyen f fétagja ax™ és g fétagja bx™, ahol b invertalhato, m < n. Ekkor
fo = f—(a/b)z™ ™g-bdl kiesik az n-edfoki tag. Indukcios feltevés: fo = gqo+,
ahol r = 0, vagy gr(r) < gr(g).

Visszahelyettesitve f = fo + (a/b)a™ Mg = g(qo + (a/b):c”*m) + 7. Tehat f is
eloszthaté maradékosan g-vel. O

Maradékos osztas: egyiitthatok

Ko6vetkezmény

Test {6l6tt, specialisan Clz]-ben, R[z]-ben és Q[x]-ben minden nem nulla poli-
nommal lehet maradékosan osztani.

Oka: A nem nulla f6egyiitthato invertalhato. Z[z]-ben oszthatunk maradékosan
az olyan polinomokkal, amelyek fdegyiitthatdja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.

Példa (K3.2.18)
Az x : 2 maradékos osztas nem végezhets el Z[x]-ben.

Indirekt foltevés: = = 2q + r, ahol ¢,r € Z[z], és r = 0 vagy gr(r) < gr(2).
De gr(r) < gr(2) = 0 nem lehet, tehat r = 0, azaz x = 2¢(x). Ez lehetetlen,
példaul = 1-et helyettesitve azt kapjuk, hogy 1 = 2¢(1), azaz 1 paros szam,
ami ellentmondés. O

Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f,g € Rz], ahol g f6egyiitthatoja invertalhato (elég, hogy g # 0).
f=gq + 71, ahol 1 = 0, vagy gr(r1) < gr(g)-

f = gqa + r2, ahol o = 0, vagy gr(r2) < gr(g).

Ekkor g1 = ¢ és 1 = ro.

9gq1 + 11 = [ = ggs + ro, atrendezéssel g(q1 — q2) = ro — r1. Itt ro — 1y vagy
nulla, vagy g-nél kisebb foku.

Ha q1 — ¢z # 0, akkor gr(g(q1 —q2)) = gr(g)+er(q1—g2) > gr(g). Tehét a bal
oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondas.

Ezért g1 —qo =0, és igy q¢1 = q2. De akkor ro —r; = g-0 =0, ésigy r1 =re. O
Megjegyzés: Q[z]-ben x : 2-nél a hanyados x/2, a maradék 0.

Igy a maradékos osztas egyértelmiségebdl is latszik, hogy x : 2 nem végezhetd
el Z[x]-ben, hiszen z/2 ¢ Z|x].



Euklideszi gydrid

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmiivelet szerepel, hanem
egészek esetében az abszolut érték, polinomoknél a fokszam. Fzek kozos altala-
nositasa a kovetkezd.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokésos gytirtit euklideszi gytrinek nevezziikk, ha R nem nulla elemein
értelmezve van egy nemnegativ egész értéki ¢ fliggvény (az ugynevezett eukli-
deszi norma) a kovetkezd tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén létezik
olyan ¢,r € R, hogy a = bq+r és r = 0 vagy o(r) < o(b).

Az egészek gylrtje euklideszi, ¢ az abszolit érték.

Test f616tti polinomgytrd euklideszi, ¢ a fokszdm.

Latni fogjuk, hogy euklideszi gytriiben érvényes a szamelmélet alaptétele.
Z[z]-ben is, de itt nemcsak a fokszamra nézve nem lehet elvégezni a maradékos
osztéast, hanem mas ¢-re sem (K5.5.7).

2. Szamelmélet gytirtikben

Oszthatosag
Definicié (K3.1.3)

Az R szokdsos gytirti, ha kommutativ, egységelemes, nullosztomentes. Szamel-
méleti vizsgalatokban ezt feltessziik.
Ha r,s € R, akkor r osztdja s-nek (s tobbszérdse r-nek), ha van olyan t € R,
hogy rt = s. Jele: r | s.
Példa: 2z | 322 igaz R[z]-ben, nem igaz Z[z]-ben.
Tulajdonsagok (K3.1.4)

(1) Har|sésr|t, akkor r | s £ .

(2) Ha r | s, akkor r | st, s6t rt | st. Megforditva, ha ¢ # 0, akkor rt | st-b6l
r | s kovetkezik (R nullosztémentes!).

(3) Tranzitivitdas: ha r | s és s | t, akkor r | t.

(4) Reflexivitds: v | r minden r € R esetén (R egységelemes!).

Felbonthatatlan elem

Emlékeztets (K3.1.7, 3.1.9)

Az e € R egység, ha e | 1. Ez ugyanaz, mint az invertdlhato elem. Minden
egység oszt6ja R minden elemének.

Az a,b € R asszocidltak, ha a | b és b | a. Ez azzal ekvivalens, hogy egymas
egységszeresei.

Vigyazzunk, az eqység és az egységelem nem ugyanaz a fogalom!
Példa: A Z gytird egységei +1. Az egységeleme az 1.



Definici6é (K3.1.12, K3.1.13, K3.1.14)

A b= cd a b-nek trividlis felbontasa, ha c és d egyike egység.

A p € R felbonthatatlan (irreducibilis), ha nem nulla, nem egység,
és nincs nemtrividlis felbontdsa.

Ekvivalens: p minden oszt6ja egység, vagy p egységszerese.

Példa: Rlz]-ben x = (3/2)(2x/3) az x-nek egy trivialis felbontésa.

Alaptételes gytrd, prim, KKO

Definicié (K3.1.15, 3.1.25, 3.1.19)

Az R gyiiriiben érvényes a szamelmélet alaptétele, ha R minden nem nulla és
nem egység eleme a sorrendtdl és az egységszerestsl eltekintve egyértelmien
felbonthat6 felbonthatatlan elemek szorzatara.

Az ilyen gytrtit alaptételes gytirtinek nevezziik.

A b, c € R elemeknek d kitiintetett kizds osztdja, ha
(1) koz0s oszto, azaz d | b és d | ¢;

(2) minden kozos osztonak tébbese: d' |bésd |c = d' | d.

A p € R prim R-ben, ha nem nulla, nem egység, és tetszéleges b, c € R esetén
p | be-bél kovetkezik, hogy p | b vagy p | c.

Az alaptétel bizonyitasa

Tétel (K5.5.9)

Ha R euklideszi gytiri akkor az euklideszi algoritmus miatt barmely két elemnek
van kitiintetett kdzos osztdja, és érvényes a kitiintetett kozos osztd kiemelési
tulajdonsaga.

Allitas (K3.1.27)
Ha egy szokasos gytriiben barmely két elemnek van kitiintetett kozos osztodja,
akkor a felbonthatatlanok primek.

Tétel (K3.2.12, 5.5.9)
Minden euklideszi gyfiri alaptételes.

A bizonyitasok csaknem betiirgl bettire megegyeznek azokkal a gondolatmene-
tekkel, amiket egészekre lattunk. O



Kanonikus alak

Definicié (K3.1.16)
A 0 # r kanonikus alakja r = ep'ps? ... py*, ahol e egység, p1,p2, . .., pedig
felbonthatatlanok, amelyek paronként nem asszocialtak.

Peéldak

Z-ben —36 = (—1)2232.

Cla)-ben f(z) = c(z — b1)* (x — ba)*2 ... (. — by,)km,

ahol a ¢ a fSegyiitthatd (nem nulla konstans, igy egység). Ez a gyoktényezds
alak, a k; a b; gyok multiplicitasa.

Az osztok szdma, a kitintetett kozos oszto, és a kitlintetett kozos tobbszoros
hasonlé képletekkel kaphaté a kanonikus alakboél, mint az egész szamok szam-
elméletében.

Kongruenciik euklideszi gytriiben
Euklideszi gytriiben érvényesek a kongruenciakrol tanultak is:

e A linearis diofantikus egyenletek megoldhatosaga.

e A kongruenciak értelmezése és alaptulajdonsagai.

e A maradékosztaly fogalma.

e A lineéris és szimultan kongruenciarendszerek megoldhatosaga.
e A kinai maradéktétel.

Ez utébbit most illusztraljuk az interpolacié témakdre kapcsan.

Legyen T test. Ha aq,...,a, € T paronként kiilonboz4, akkor x — a; paronként
relativ primek (barmely ketts kiilonbsége egység).

Igy a kinai maradéktétel miatt minden by, . .., b, € T-hez van olyan f(z) € T[z],
melyre f(z) =b; (z —a;) (1 <i<n).

Ez azt jelenti, hogy = — a; | f(x) — b;, vagyis alkalmas g;-re

f(x) = b; = gi(x)(z — a;), és a;-t helyettesitve f(a;) = b;.

3. Interpolaci6

Az interpolacio alapproblémaéaja

Feladat

Olyan polinomot keresiink, amely eldre megadott helyeken
eldre megadott értékeket vesz fel.

A helyek: paronként kiilléonboz6 aq, as, . . ., a, szamok.

Az értékek: tetszbleges by, bo, ..., b, szamok.

Azt szeretnénk: f(ai) = by, f(az) = ba,..., f(an) = by.



Az interpolacio tétele
Mindig pontosan egy ilyen f polinom van a legfeljebb n — 1-edfokt polinomok
kozott (a nullapolinomot is ideértve).

Az interpolacios polinom létezését lattuk az imént, de fogunk mutatni két konk-
rét konstrukciés modszert is.

Egyértelmiiség: Ha f és g ilyen polinomok, akkor n helyen megegyeznek, igy a
polinomok azonossagi tétele miatt egyenldk. O

Lagrange konstrukcioja

Lagrange-interpolacio (K2.4.12)
Keressiink el@szor ilyet: ¢1(a;) = 1,¢1(a2) =0,...,¢1(a,) = 0. Az ¢; polinom-
nak tehat as,...,a, gyoke. Ezért legyen ¢;(x) = ¢(x — az)...(z — a,), ahol
c € C. A c értékét az ag behelyettesitésével hatdrozhatjuk meg:

0 (z) = (x—az)...(x —ay) .

(a1 —az)...(a1 —ay)

Analog modon létezik £;(x) minden 2 < j < n-re, melyre ¢;(a;) =1, és a tobbi
ar gytke £;-nek (ha k # j).
Jo lesz: f(x) = bily(x) + bala(x) + ... + bplp(2).
Peéldaul f(al) = b1t (al) + bgég(al) + ...+ bnﬁn(al) =
=b;-14by-0+...4b,-0=0.
Hasonloan lathato, hogy f(ag) = be, ..., f(ay) = b,. O

Newton-interpolacio
Megforditva, a kinai maradéktétel FGy2.6.2-beli masodik bizonyitasa
a Lagrange-interpolacioé 6tletén alapszik.

A Lagrange-interpolacié hatranya

Képzeljiik, hogy a by, ..., b, szamok mérési eredmények. Kiszamitjuk Lagrange
modszerével az interpoléaciés polinomot: f(a1) = b1, f(az) = b, ..., f(an) = by.
Keletkezik egy 1j mérési eredmény: az a,y; helyen b,4;. Ekkor sajnos el6lrsl
kell kezdeni a szamolast. A megoldas: a Newton-interpoldcic (K2.4.13).

Az ay,...,a, helyeken megfelel§ f polinomhoz egy

glx)=clx —a1)(x—az)...(x —ap)

alaki korrekcios tagot adunk hozza. Ez nem rontja el az aq,...,a, helyeken
felvett értékeket. A c-t ugy valasztjuk, hogy az f + ¢ az a,41 helyen is jo
legyen. O



4. Osszefoglalo

A 22. eladashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak

Oszthatosag (K3.1.3), asszocialt (K3.1.7), egység (K3.1.9), trivialis felbontas,
felbonthatatlan elem (K3.1.12-14).

Kitiintetett kozos oszto (K3.1.19), prim (3.1.25), alaptételes és euklideszi gytirt
(K3.1.15, 3.1.25, 5.5.1). Kanonikus alak (K3.1.16).

Tételek

Maradékos osztés szokéasos gytird f6lotti polinomokra: létezés

és egyértelmiiség (K3.2.1).

Z]x]-ben nincs maradékos osztas (K3.2.18), nem is euklideszi (K5.5.7).
Az oszthatosag tulajdonsagai (K3.1.4).

A KKO létezése és kiemelési tulajdonsaga euklideszi gytriben (K5.5.9).
Ha van KKO, akkor minden irreducibilis prim (K3.1.27).

Euklideszi gytird alaptételes (K3,2,12, 5.5.9).

Lagrange- és Newton-interpolacio, egyértelmiiség (K2.4.10-13).



