1. A gyokok és egyiitthatok Osszefiiggése

A gybktényezss alak beszorzasa

Az algebra alaptételének kovetkezménye (K2.5.1)

Legyen T test. Az f € T|x] polinom gyoktényezds alakja c(x — by) ... (x — by),
ahol ¢,by,...,b, € T, és ¢ # 0 az f fGegyiitthatoja. Komplex f5l6tt minden
polinom felirhato igy.

Beszorzas masodfokt polinomokra

Legyen f(x) = asz? + a1 + ag = az(x — by)(z — ba).

De (1’ — bl)(l’ — bg) = IL‘2 — (bl + bg)l‘ + blbg.

Tehat f(x) = a2($ — bl)(x — bg) = a2x2 — a2(b] + bg)x + CLlebQ.

Ezért —ag(bl + bg) = aj és asbi1bs = ag.

Innen by + by = —al/ag és biby = ao/ag.

Ez a gyokdk és egyiitthatok dsszefiiggése, ha n = 2. O

Két polinom akkor egyenls, ha a megfelel§ egyiitthatoik rendre megegyeznek.

A harmadfoki polinomok esete

f(x) = azz® + ax® + a1 + ag = az(z — by)(x — by)(z — b3).
Mi lesz (x —by)(x — be)(z — bs) beszorzott alakja? Mindegyik zardjelbsl egy-egy
tagot kivesziink, ezeket Osszeszorozzuk, a szorzatokat Gsszeadjuk.
Ha mindhéarom zaréjelbsl az x-et vesszik ki: 3.
Ha két zarojelbdl vesziink ki z-et, akkor 3 tag keletkezik: —bj2? — bya? — bgx?.
Ha egy zarojelbdl vesziink ki x-et: b1box + b1bsx + babsx.
Végiil ha egyik zarojelbdl sem az x-et vessziik ki: —bybobs.
3 — (b1 + by + b3)$2 + (b1b2 + b1bs + beg)x — by1bobs. igy

b1 +ba + b3 = —az/as,

biba + bibg + babs = a1 /as,
b1b2b3 = —ao/a3 .

Ez a gyokdk és egylitthatok dsszefiiggése, ha n = 3. O

A négyzetOsszeg

Feladat (K2.5.13)
Allapitsuk meg az 523 — 222 + 3z + 1 polinom komplex gydkeinek a négyzet-
Osszegét az egyenlet megoldésa nélkiil.



Megoldas

(b1 + b2 + b3)(by + by + b3) =7 Az els6 zardjelbsl minden tagot megszorzunk
a masodik zardjelbeli minden taggal. b%, b3, b2 egyszer, biba, bibs, bybs mind
kétszer keletkezik. Példaul bobs tgy is, mint bzby. Az eredmény:

(b1 + by + b3)? = (b3 + b3 + b3) + 2(b1ba + b1bs + babs).

b% + b% + b% = (b1 + by + b3)2 — 2(b1b2 + b1bs + bgbg).

b1 + b2 + bg = 7(12/&3 == 7(72)/5

b1b2 + b1b3 + b2b3 = (Zl/ag = 3/5

b? + b3 + b2 = (2/5)? — 2(3/5) = —26/25. O

Az altalanos eset

Allitas (K2.5.8)

(x—b1)...(x—by) =2 —ox" L+ 002" 2 — +... 4 (=1)"0,:

g1 :b1+b2++bn

09 =b1bs + ...+ b1by + bobs + ...+ by_1b,, és igy tovabb,

Onp = blbg . bn

o ugy keletkezik, hogy k darab kiilonb6zé b;-t Gsszeszorzunk az Gsszes lehetséges
modon, és ezt az (Z) szorzatot Osszeadjuk.

Bizonyitas

Beszorzéaskor mindegyik zarojelbsl egy-egy tagot kivesziink, ezeket Gsszeszoroz-
zuk, a szorzatokat Gsszeadjuk. 2" *-s tag gy keletkezik, hogy n — k zar6jelbél
x-et, a tobbi k zarojelbsl valamelyik —b;-t vessziik ki. Ezért 2" F egyiitthatoja
(=1)Foy, lesz. O

A gy6kok és egyiitthatok Gsszefiiggése

Definicio

ok (b1,...,by): az Osszes lehetséges modon Gsszeszorzunk k kiillonbozét by, ..., by,
koziil, ezt az (Z) szorzatot Osszeadjuk. (Megallapodas: o9 = 1 és o = 0 ha
k > n.) Elnevezés: elemi szimmetrikus polinom. Tébbhatarozatlana polinomok:

lasd késtbb.

Tétel (K2.5.9)
Legyen f(z) =ap+arz+...+anx™ =ap(x—0b1)...(x —b,). Ekkor 0 <k <n
esetén ap = an(—1)""*o,_p(b1,...,by), igy
O'k(bh sy bn) = (*l)kan—k/an .
Ez a gyokok és egyiitthatdk dsszefiiggése (Viete-formulak). O

Az (x —by)...(xz — by,) beszorzott alakjabol kovetkezik.

Alkalmazas: az egységgyokok Gsszege

Allitas (K2.5.15)

2" —1=(x—e1)(x—e3)...(x —&p), ahol g = cos(2kn/n) + isin(2kw/n) az
n-edik egységgyokok.



Valoban, mivel €} = 1, ezért mindegyik ¢, gyoke 2™ — 1-nek. Ezért mindegyik
T —ey, szerepel ™ — 1 gyoktényezss alakjaban. De x™ —1 foka n, és igy legfeljebb

n gyoke lehet. Az e1,...,e, paronként kilonbo6z6, igy ez az Osszes gyok. Az
™ — 1 f6egytitthatoja 1, ezért ¢ = 1-gyel kell szorozni. O
Ko6vetkezmény

Az n-edik egységgyokok dsszege nulla, ha n > 1, mert ekkor 2" — 1-ben ™!
egyiitthatoéja a,—1 = 0. O

b1 —+ ... +bn = O'l(bh...,bn) = (—].)10,”,1/0/71.

2. Tobbhatarozatlani polinomok

A tébbhatarozatlani polinom szemléletes fogalma

Meta-definicio

A tobbhatdrozatlani polinom egy olyan formaélis kifejezés, amely szamokbol, és
az x1,Ta, ... hatdrozatlanokbol (valtozokbol) késziil ismételt osszeadas, kivonas,
szorzas segitségével.

Példa
(21 +i22) (272 — 23) egy kéthatdrozatlani polinom. A zérojeleket a disztributi-
vitas segitségével felbonthatjuk. Az eredmény: 2z1zo — x + 2ix3 — izix,.

Definicio-kisérlet
mi . Mm2 m
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Kényelmesebb a kovetkezé:

A tébbhatarozatlant polinom definiciéja

f(z1,29) = 22129 — 2 + 223 — izlx,. Rendezziik zo szerint:
(20)23 + (221 —i2})we — 1. Ez 29-nek masodfokt polinomja, ahol az egyiitthatdk
x1-nek polinomjai.

Definicié (K2.6.1)

Az 11 és x5 hatarozatlanok polinomjanak nevezziik az

f(x) = ap+ a1wy + asx3 + ... + apa formalis kifejezéseket, ahol m > 0 egész,
és ag, ..., 0, az xy polinomjai.

Altalaban, legyen R kommutativ, egységelemes gytirti. Ekkor R[zy,...,z,]-et
n szerinti indukciéval (rekurziéval) értelmezziik: Rz, 2] = (R[z1])[z2], és igy
tovabb,

Rlzy,...,z,) = (R[xl, e ,:z:n_l]) [x,]. Vagyis a hatarozatlan x,,, az egyiittha-

tok a méar definialt n — 1-hatarozatlant polinomok gytrtjének elemei.



Miiveletek, nullosztomentesség, fokszam

Példak

v +y5 € Cly1,ya], sot, y2 +y3 € Zlyi,y2], mert minden egyiitthato egész.
Ugyanigy 21 — w2525 € R|21, 22, 23].

Tétel (K2.6.2)

Ha R kommutativ, egységelemes gytird, akkor R[x1,...,z,] is az. Ha R nullosz-
tomentes, akkor R[x1,...,x,] is az, és az invertalhato elemei azok a konstans

polinomok, amelyek R-ben invertalhatok. (Nyilvanvalo n szerinti indukcioval.)

Legyen f(xla cee ,In) = Z rm1,m2,...,mnl'71n1x72n2 cee x;nn.

Az Ty g m, T e tag foka my + ...+ my,. Az f foka a nem nulla
tagok fokai koziil a legnagyobb. Jele: gr(f).

A fokszam tulajdonsagai

Példa

f(wy,20) = 20129 — 2 + 2ix3 — ixiz, foka 4:

gr(at) = 4 = gr(ziz,), de gr(zi22) = 2 = gr(z3).

Fontos: Az x4 polinomjaként irva foka 2 és nem gr(f) = 4.
fx1,22) = (20)23 + (221 — ixf)zy + (—2)).

Egy polinom homogén k-adfokd, ha minden tagjanak foka k.

Minden polinom egyértelmtien elgall homogén polinomok 6sszegeként:

f=fo+fi+...+ fn, ahol n = gr(f).
Az f; az f polinom j-edfoku tagjaibol all.

Kovetkezmény (K2.6.3)
Szorzasnal a fokok dsszeadddnak: gr(fg) = gr(f) + gr(g). O

A szimmetrikus polinomok alaptétele

Példa

A négyzetdsszeg: s2 = z3 + ...+ 22 = 0% — 209.

Vagyis ha F(y1,v2, .-, yn) = yi — 2ya, akkor sa = F(01,09,...,0n).
Tehét s az elemi szimmetrikus polinomok polinomja.

Tétel (K2.7.3, NB)

Legyen R szokasos gyfird. Ekkor minden f € R[z1,...,2,]| szimmetrikus po-
linom egyértelmien folirhatd az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként.
Azaz létezik pontosan egy F' € Ry, ..., yn| polinom, melyre

flxy, ... xn) = F(o1,...,00).
A F egyiitthatoi a f egytitthatoibol 6sszeadés és kivonas segitségével kaphatok.



3. Osszefoglalo

A 21. eladashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak
A o}, elemi szimmetrikus polinomok (K2.5.8).
To6bbhatéarozatlant polinom, miveletek, fok, homogén polinom (K2.6.1).

Tételek

A gyokok és egytitthatok osszefiiggése (Viete-formulak, K2.5.9).

A négyzetosszeg kifejezése az elemi szimmetrikus polinomokkal (K2.5.13).
Az z™ — 1 gyoktényezds alakja (K2.5.15), az n-edik egységgyokok Osszege.
Nullosztomentesség tobbhatarozatlant polinomokra (K2.6.1).
Tébbhatarozatlana polinomok szorzaténak a foka (K2.6.3).

A szimmetrikus polinomok alaptétele (K2.7.3, NB).



