1. Hatvany és tobbszoros gyftiriiben

Hatvany és t6bbszoros

Definici6é (K2.2.19)

Legyen * asszociativ miivelet és n pozitiv egész. Ekkor a™ jelentse az n tényezGs
a*xa*...%a szorzatot. Kz az a elem n-edik hatvdnya. Ha a miivelet jele +,
akkor a™ helyett na-t irunk. Ez az a elem n-szerese (t6bbszords).

Ha a  szorzasra van 1 egységelem, akkor legyen a’ = 1. Ha a + Osszeadasra
van nullelem, akkor legyen Oa = 0.

Ha a-nak van egy b inverze, akkor legyen =™ = b". Ha a-nak van egy b ellen-
tettje, akkor legyen (—n)a = nb.

Ertelmeztiik az egész kitevdji hatvany (t6bbszoros) fogalmat. Igy minden gytirt
elemeit tudjuk egész szamokkal ,szorozni”.

A hatvanyozas tulajdonsagai
Allitas (K2.2.20)
Legyenek a és b invertalhato elemek egy asszociativ, egymés mellé irassal jelolt
miiveletre nézve, és m,n egész szamok. Ekkor a kdvetkezsk teljesiilnek.
(1) a=™ az a™ inverze.
(2) a™a™ = a™*".
(3) (a")" = amn.
(4) Ha a és b felcserélhetdk (ab = ba), akkor (ab)™ = a™b".

Az analog allitasok érvényesek hatvany helyett tobbszorosre is.

Bizonyitas
Pozitiv kitevGkre egyszerii leszamlalas. A tobbi esetben esetszétvalasztas (HF).
O

Tagonkénti hatvanyozas

Allitas (K3.3.22)

Legyen p primszam, és R olyan kommutativ gy(rid, amelyben minden elem
p-szerese nulla. Ekkor r, s € R esetén (r 4 s)P? = rP + sP: tagonként lehet p-edik
hatvdnyra emelni.

Bizonyitas

A binomiélis tétel alkalmazhaté minden kommutativ gytrtiben.

Egyszert szamelméleti megfontolas, hogy a (?) binomiélis egylitthaté oszthatd
p-vel,hal<j<p-—1. O

Alkalmazas
Zpben 29 = (1+1)? =17+ 17 =1+ 1 = 2. Azaz p | 27 — 2. Ugyanigy
3 =(1+1+1)P =17+ 1P 4 17 = 3. HE: belatni a kis Fermat-tételt.



2. Polinomok gytiri folott

A polinom definiciéja

Polinom (K2.1. szakasz)

Legyen R kommutativ, egységelemes gytird. R félotti egyhatdrozatlanid polinom-
nak nevezziik az f(x) = ag +a1x+axx® + ... +a,z"™ formalis kifejezéseket, ahol
n > 0 egész szam és ag, . ..,a, € R. Ezek halmaza R[x].

Egyenloség (K2.1.1)
Két polinom egyenld, ha megfelel§ egyiitthatoik megegyeznek (27 egyiitthatoja
ugyanaz a két polinomban minden j > O-ra).

Nullapolinom

A nullapolinom az a polinom, amelynek minden egyiitthatdja nulla. Ugyantugy
0 jeloli, mint az R nullelemét. Minden ¢ € R elemet konstans polinomnak
tekintiink.

Polinomok 6sszege, kiilonbsége
A nulla egyiitthatoju tagokat igény szerint irjuk ki:
ap + a1z + asx® + ...+ apz™ =
—ap+ax+at®+.. . +apz"+0 2" 40224
Megéllapodunk abban, hogy 0 = an41 = apya = .. ..
Igy barmely két polinomot ugyanannyi taggal irhatunk fel.
Osszeg és kiildsnbség
f(x) =ap +a1x + axx® + ... + a,z"
g(x) = by + b1z + bor? + ...+ bya™
Osszege és kiilonbsége:
(f+g)(x) =(ap+bo) + (a1 + b1)x + ...+ (an + by)a"
(f = g)(x) =(ap —bg) + (a1 = b1)x + ...+ (ap, — by)a".
Polinomok ellentettje és szorzata
Ellentett
Az f € R[z] ellentettje h, ha f + h = 0. Az ellentett jele h = —f.
Az f(x) =ap+ a1z + ...+ apz™ (egyetlen) ellentettje
h(z) = (=f)(z) = (—ao) + (—a1)z + ... + (—an)z".
A kivonas az ellentett hozzdadasa: g — f = g + (—f).

Szorzat

(ao+ a1z + ...+ anz™)(bg + b1z + ... + b z™)-ben

x¥ egyiitthatoja legyen ¢, = agby + a1bp—1 + ... + apbo.
m+n k

Azaz (fg)(z) = 5 cpa®, ahol cp = Y ajbp—j = > ajbe.
k=0

7=0 JjHl=k

Tétel (K2.1.6, K2.3.2)
RJx] is egységelemes, kommutativ gytri ezekre a miveletekre.



Polinom foka

Definicio
Ha f(xz) =ag+ a1z + ...+ apa™ € R[z], ahol a,, # 0, akkor f foka n.
Jele: gr(f). A nullapolinomnak nincs foka.

Tétel (K2.1.5, K2.3.2)
Ha R nullosztémentes gytirt, akkor gr(fg) = gr(f) +gr(g). Igy ha R nulloszto-
mentes, akkor R[z] is az.

Bizonyitas

f(x)=ao+a1z+...+a,2" és g(x) = by + bz +...+bypz™ szorzatdban z" ™
egyitthatdja anb,,. Ez nem nulla, ha a, és b,, nem nulla, mert R nulloszto-
mentes. ]
Megjegyzés: Szorzéasnal a fGegylitthatok és a konstans tagok is Osszeszorzodnak,
hiszen fg¢ konstans tagja nyilvan agbg.

A polinomgytiri egységei

Definicio

Legyen R egységelemes gyiirid és r,s € R. Ha rs = 1, akkor r balinverze s-nek,
s jobbinverze r-nek. (Kétoldali) inverz: balinverz és jobbinverz is: rs = sr = 1.
Invertdlhato elem, vagy egység: van inverze.

Tétel (K2.3.2)

Ha R (egységelemes, kommutativ és) nullosztomentes, akkor az f € R[z]| po-
linom pontosan akkor egység, ha egy olyan konstans polinom, amely egység
R-ben.

Bizonyitas
Ha fg =1, akkor gr(f) +¢r(g) =0, igy f és g konstans.
Megforditva: ha ¢ € R egység, akkor 1/c € R|x]. O

3. Polinomok gyokei

Behelyettesités polinomba

Polinomfiiggvény (K2.4.1)

Legyen R kommutativ, egységelemes gytird és b € R.

Az f(z) = ap + arx + asx® + ... + a,2™ € R[] polinom b helyen felvett helyet-
tesitési értéke f*(b) = ag + a1b + agb® + ... + a,b™ € R.

Az f*: R — R az f-hez tartozo polinomfiiggvény. Az f*(b) kiszamitasa: Horner
elrendezéssel. A b gyoke f-nek, ha f*(b) = 0.

A gyGktényezs kiemelhetSsége (K2.4.6)

A b € R akkor és csak akkor gydke az f € R[z]-nek, ha van olyan ¢ € R[z], hogy
f(z) = (x —b)g(x). Az x — b a b gydkhoz tartozd gyoktényezd.

Bizonyitas: Horner-elrendezéssel.



Tobb gyoktényezs kiemelése

Tétel a gydktényezsk egyszerre kiemelhetdségérsl (K2.4.7)

Ha R (kommutativ, egységelemes és) nullosztdmentes, akkor

minden 0 # f € R[] folirthato f(x) = (z — b1) ... (x — bg)g(x) alakban, ahol a
(nem feltétleniil kiilénb6z6) by, ...,b; € R az f-nek az dsszes R-beli gyokei, és
g-nak nincs gyoke R-ben.

A bizonyitas kulcslépése

Addig emeliink ki gyoktényezoket, ameddig lehet. Legfeljebb gr(f) lépésben
biztosan megallunk: f(z) = (x — b1)...(z — bx)g(x), ahol g-nak méar nincs
gyoke. Beldtjuk, hogy f-nek nincs mds gydke, mint by, ..., by.

Valoban: ha f*(b) = 0, akkor (b—b1)...(b—bg)g*(b) = 0. A nullosztémentesség
miatt valamelyik tényezé nulla. De ¢*(b) # 0, ezért b — b; = 0 valamelyik j-re.
Azaz b =1b;. O

Gyo6ktényezs a nem nullosztémentes esetben

Példa (K, 57. oldal)

Legyen R = Zg ¢és f(z) = 22 — 1 masodfoki polinom. A Zg gyfirti 8 elemét
végigprobalgatva a gyokok 1,3,5,7. (Paratlan szam négyzete nyolccal osztva
1-et ad maradékul.) Azaz egy mdsodfoki polinomnak négy gyoke van.

Magyarazat

2?2 — 1= (z — 1)(z + 1)g(x), ahol a g(z) = 1-nek nincs gydke. = = 3 helyette-
sitéssel 0 = 32 —1 = (3 — 1)(3+ 1) = 4 xg 2. Vagyis a probléma az, hogy Zg
nem nullosztémentes. Ugyanigy 22 — 1 = (z — 3)(z + 3) is teljesiil, azaz a gyok-
tényezds alak nem egyértelm.

A négy kiilonb6z6 gyokhoz tartozd gyoktényezdt egyszerre azért nem lehet ki-
emelni, mert Zg nem nullosztomentes.
A gy6kok szama

A polinomok azonossagi tétele (K2.4.10, K2.4.11)
Ha R kommutativ, egységelemes és nullosztdmentes:

(1) Minden polinomnak legfeljebb annyi gyoke van, mint a foka.

(2) Ha két, legfeljebb n-edfoki polinom tbb mint n helyen megegyezik, akkor
egyenlSk (egylitthatoik megegyeznek).

(3) Ha R végtelen gytirt, és az f* és g* polinomfiiggvények egyenldk,
akkor f = g. Ha R wvéges, akkor van két kiilénb6z6 polinom, melyek
polinomfiiggvénye ugyanaz.

A bizonyitasok megjegyzendd f6 gondolatai:

(1) Egyszerre kiemelhetsk a gyoktényezok.



(2) Alkalmazzuk (1)-et a két polinom kiilonbségére.

(3) Ha R végtelen, akkor (2)-ben van ,elég” elem.
Véges gytirt {olott csak véges sok polinomfiiggvény van.

Véges gyfiri f6lotti polinomfiiggvények

Példa
Ha R = Zy és k > 1, akkor z* értéke = 0-nal 0 és = 1-nél 1. Ezért az z*-hoz
tartozé polinomfiiggvény ugyanaz: az identités.

Legyen R = Z,, ahol p prim. Ekkor az zP-hez és z-hez tartozé polinomfiiggvény
ugyanaz. Valoéban: A kis Fermat-tétel szerint p | 2P — x minden z egészre.

Ly folott aP — 1= (z—1)...(z — (p—1)).

Valoban: Z, test, a két oldal kiilonbsége legfeljebb p — 2 foki, mert 27~ kiesik,
de az 1,2,...,p — 1 helyeken megegyeznek.

Masképp: az x — i gyoktényezoket egyszerre kiemeljiik (1 < i < p).

HF': Lassuk be ebbdl Wilson tételét: p | (p — 1)! + 1, ha p prim.
Otlet: z = 0 helyettesités.

A derivalt definici6ja

Definici6é (K3.6.1)
Ha R szokésos gytrd, akkor f(z) =ag+ ...+ a,2™ € R[z] (formalis) derivdltja
f'(x) = ay +2asx + ...+ na,a" L.

Magyarazat (K3.6.3 elGtti rész)

Derivalaskor az f fliggvényt az £(x) = cx + d érintGjével szeretnénk kozeliteni
egy b pontban, és f'(b) definici6 szerint ennek a c¢ irdnytangense.

A kozelités akkor ,mésodrendben j6”, ha f(b+ x) — ¢(b + x)-b6l, mint x poli-
nomjabol kiesik a konstans és az elséfoku tag.

De ¢(b+ z) = ¢(b+ x) + d-ben az x egyiitthatoja ¢ = f'(b). Azaz f'(b) az x
egytitthatdja az f(b+ x) polinomban.

Masképp: f(b+ x) — f(b)-t osztjuk z-szel, majd z = 0-t helyettesitiink. Eb-
bél nemcsak a fenti definicié adodik koézvetleniil, hanem a derivalas szokasos
azonossagai is.

To6bbsz6ros gyokok és a derivalt
HEF: Igazoljuk kozvetlen szamoléssal a derivalas azonosséigait:

(F+9) =1+, (fo) =Fg+1d, flax) = f(9(x))d (x).



A lancszabaly bizonyitésa az analizishez hasonloan:
Legyen f, g, b adott, ¢ = g(b), és y = g(b+ ) — g(b).
flalb+2)) = f(g®) _ fle+y) = flo) _ flety)—fl0) ¥
x N x N Yy x
A Dal oldal értéke az = = 0 helyen (f o g)'(b).
A szorzat els6 tényezGje f'(c) + yh(y) alakban irhaté alkalmas h(y) polinomra.
x = 0-t helyettesitve y-bol 0 lesz, ezért f'(c) = f’(g(b)) adodik.
Vegiil y/z = (g(b+ x) — g(b)) /2 az = 0 helyen ¢/(b)-t ad. O
Tétel (K3.6.3): Ha f € R[z]-nek b € R legalabb k-szoros gyoke (k > 1),
akkor b az f’ derivaltnak legalabb k — 1-szeres gyoke.

f@)=(z=b)*g(x) = f'(z) = (x—b)" '[kg(2) + (z — b)g'(x)]-

Gydk multiplicitasa a derivaltban

f(z) = (@ =)*g(z) = f'(z) = (x = b)* [kg(z) + (z = b)g'(z)].

Igy a tobbszoros gyokok az (f, f/) KKO-nak is gyokei (algoritmus).

Tétel (K3.6.5.)

Ha f € R[z]-nek b € R pontosan k-szoros gyoke (k > 1), és kg(b) # 0, akkor b
az f’-nek pontosan k — 1-szeres gyoke.

Komplex egyiitthatos polinomoknal kg(b) biztosan nem nulla.

Ha b pontosan k-szoros gyoke f-nek, akkor g(b) # 0. A derivaltnak b akkor
pontosan k-szoros gyoke, ha kg(z) 4+ (x — b)g’(z)-be b-t helyettesitve nem nulla
az eredmény. Azaz, ha kg(b) # 0. O
Példak

28 — 2% = 2%(x + 1) € Zs[x)-nek b = 0 6tszords gydke.

A derivaltja 62° — 5% = 2°, ennek is Gtszoros gyoke.

Ennek derivaltja a nullapolinom, nincs is értelme a multiplicitasnak!

4. Osszefoglalo

A 20. eladashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak

Hatvany és tobbszoros altalanos gytriben, tulajdonsagaik (K2.2.19, 2.2.20).
Gyftrd fol6tti polinomgytird, miveletek, fok (K2.1). Polinomfiiggvény (K2.4.1).
Polinom formaélis derivaltja (K3.6.1).

Tételek

A polinomgytri egységei (K2.3.2). Ha minden elem p-szerese nulla, akkor ta-
gonként lehet p-edik hatvanyra emelni (3.3.22).

Gyoktényezok egyszerre kiemelhetGsége (K2.4.6, 2.4.7).

A polinom és a polinomfiiggvény véges és végtelen gytird folott (K2.4.10, 2.4.11).
T6bbszoros gyokok és a derivalt (K3.6.3).



