1. Oszlopvektorok

Vektorok és helyvektorok

Ismétlés
A sik wvektorai irdanyitott szakaszok, de két vektor egyenld, ha parhuzamosak,
egyenld hossziak és iranytak.

Igy minden vektor kezdépontja az O origoba tolhaté. A sik minden pontjat
egyértelmten kijeloli egy ilyen O A vektor A végpontja. Ez az A pont helyvektora.

Jelolés
Az origobol az A = (a,b) pontba mutatd vektort szintén az (a,b) szamparral

adjuk meg. Tehat beszélhetiink a z = (a,b) = OA vektorrol.

Vektorosszeadas
A vektorok dsszeaddsa egymas utén flizéssel torténik: O—1>4 + B = O? .
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Ez a paralelogramma-szabdly, hiszen O AC B paralelogramma.
Az=0A=BC= (a,b) és w=0B=AC = (¢, d) vektorok
Osszege z +w = O0C = (a+ ¢, b+ d).

Skalarral szorzas

—

Legyen A valos szam (skalar). Az OA vektor A-szorosa az O?, ahol a B pontot
tgy kapjuk, hogy az A pontot az orig6bol |A|-szorosara nyujtjuk, és ha A negativ,
akkor tiikrozziik is az origora.

Allitas
Ha OA (a,b), akkor AOA = (Aa, Ab). 0

Az (a,b) vektort néha oszlopvektornak irjuk:

i [ o] <[ 7 e ] = ]

i



Altalanos vektorok, miiveletek

F3.1.5. Definicio
Legyen T = R vagy Q (valos, illetve racionalis szamok). A T {616tti n magas
oszlopvektorok az

ay

Qp
alaku ,tablazatok”, ahol ai,...,a, € T. Az Osszes ilyen oszlopvektorbol allo
halmaz jele T". Az n szam a T™ dimenzidja. A sik, azaz R? kétdimenzios.

Ertelmezziik T"-en az dsszeaddst és a A € T skaldrral szorzdst.

ai b1 ai + by a; Aaq
ag + b2 _ ag + b2 és A ag _ )\(12
an bn Ay + bn (7% )\an

Azaz 6sszeadni és skalarral szorozni komponensenként kell.

A miiveleti tulajdonsagok
0 al —aq
A nullvektor 0 = |...| és az ellentett: — |...| =
0 an —an,
(minden komponens 7" nulleleme) (komponensenkénti ellentett)

Tetsz6leges u, v, w € T™ vektorokra, és A\, u € T skalarokra

(1) (u+v)+w=u+ (v+w) (az Gsszeadas asszociativ).

2. Matrixosszeadas és skalarral szorzas

Matrixok

F2.1.1. Definici6

T =R vagy Q. Egy n X m-es mdtriz egy n sorbol és m oszlopbol allo tablazat,
melyben 7' elemei vannak. Ezek halmazat T7*™ jeloli. Igy T elemei n x 1-es
matrixok. A sorvektorok az 1 x m-es matrixok.



Az M = ((a;;)) € T™*™ azt az n sorbol és m oszlopbol allo matrixot jeloli,
amelyben az i-edik sor j-edik eleme a;; € T. Ha M = ((aij))

J
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M= 1 2 13 ]
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— ((i ; 2X2 —
Ha M = ((i +j)) € T%*%, akkor M = [2+1 919

Ha M = ((a;; + bi;)) € T?*?, akkor M = {

Osszeg, \-szoros, nullmatrix, ellentett

F2.1.2. Definicio

M = ((ai;)) és N = ((b;;)) € T™*™ métrixok és X € T. Ekkor

M + N = ((a;; + bij)) € T"*™ az M és N isszege
(a két méatrix megfelel elemeit Gsszeadjuk);

AM = ((Aai;)) € T™*™ az M matrix A-szorosa

(a matrix minden elemét A-val szorozzuk).

Két mdtrizot akkor lehet dsszeadni, ha ugyanaz a méretik.

Definicio

1+1 1+2] [2 3
T3 4

a1 +bi1 a1z + b2
a1 +ba1  aga + b

|

€ T?*3 akkor

Az n X m-es nullmdtriz az a méatrix, melynek minden eleme a T nulleleme.
A nullmatrix jele: 0. Egy n x m-es M matrix ellentettje az a matrix, melynek
minden eleme az M megfelel§ elemének ellentettje. M = ((ai;)) ellentettje

—M = ((~aiy)) = (-1)M.

A miiveleti tulajdonsagok

F2.1.3. Tétel (HF ellendrizni)

Tetsz6leges M, N, K € T™*™ métrixokra és A\, u € T skalarokra

(1) M+ N)+ K =M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).

(2) M + N = N + M (az 6sszeadds kommutativ).
(3) M+0=0+M= M (0 a nullmdtriz).
(4) M

(5) A+ p)M =AM + uM.
(6) A(M + N) = AM + AN.
(7) ()M = A(pb).

(®)

1-M = M (ahol 1 a T egységeleme).

(9) 0-M=X-0=0, és ha AM =0, akkor A =0 vagy M = 0.

Kétféle O

+(-M)=(—-M)+ M =0 (—M az M ellentettje).



3. Matrixok szorzasa

Sor és oszlop szorzata

Szorzas 2 x 2-es matrixokra

x| a c||x| _|ax+cy
I R i R e
a c||d | _|ad +cb ac +cd
b d| |V d| |bd +db b +dd|
Definicio
by
Legyen [al as ... am} b2 =aib; +asbs + ...+ amby,.

b,
Minden elemet a neki megfelelével szorozzuk, majd Gsszeadjuk.

2x2-es: az elsd mdatriz sorait szoroztuk a mdsodik oszlopaival!

A szorzas definicigja

F2.1.4. Definicio

A szorzatmdtrixz i-edik sordnak j-edik eleme az elsé mdtriz i-edik sordnak és
a mdsodik mdtrixz j-edik oszlopdnak szorzata. Ez akkor értelmes, ha az els§
matrixnak ugyanannyi oszlopa van, ahany sora a masodiknak.

air aiz| |bi1 b2 _ a11b11 + a12b21  a11b12 + a12bao
as1  Gg2| |ba1  bao a21b11 + a2b21  a21b12 + azboaz |’

Ha M = ((a;;)) € T™*™ és N = ((bi;)) € T™**, akkor az M N € T™** matrix

m
i-edik sordnak j-edik eleme a;1b1j + a;2boj + ... + Aimbm; = > aiebe;.
(=1
Miért igy? Kovetkez$ félévben linearis transzforméaciokkal.

Negativ tulajdonsagok

Tétel
Az n x n-es matrixok kozott a szorzas n > 2 esetén nem kommutativ és nem
nullosztdmentes, azaz két nem nulla méatrix szorzata lehet a nullmatrix.

Bizonyitas n = 2-re

111 o] [2 1] . .
0 1] |1 1] -1 1_,am1 nem ugyanaz, min

1 0] f1 11 1 1] , ,

1 1o 1] [1 2_,tehat nem kommutativ.

(0 1] [0 1] _fo 0] /

0 0[]0 o] [0 o] Manrnem nullosztomentes. .



HEFE: a tengelyes tiikrézések kompozicioja sem mindig kommutativ.

Asszociativitas, egységmatrix

F2.1.5. Tétel
A matrixok szorzasa asszociativ. Azaz (MN)K = M(NK), feltéve, hogy az

Osszes sziikséges szorzast el lehet végezni. Azaz ha M € T™*™ N € T™*k,
K € Tkx¢,

Bizonyitas szamolassal, de a kovetkezs félévben elegansan is.

Az n x n-es E, egységmdtriz az a méatrix, ahol az i-edik sor j-edik eleme 1 ha
i=7,6s0haiz#j. Azaz a féatloban végig 1 van, masutt csupa 0.

1 0lja b Ja b
0 1||e d| ~ |e d|
F2.1.3. Feladat
Ha M € T™"*™, akkor E,M = ME, = M.

A szorzas szabalyai

F2.1.5. Tétel

Ha M, N, K € T"*" tetszGleges méatrixok és A, u € T, akkor
1) M+ N)+ K =M+ (N + K) (az 0sszeadas asszociativ).
2) M+ N =N + M (az 6sszeadas kommutativ).

3) M+0=0+ M = M (0 a nullmdtriz).

) M+ (—M)=(—M)+M =0 (—M az M ellentettje).
)

)

A szorzéas asszociativ.
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6) Igaz mindkét oldali disztributivitds, azaz M(N + K) = MN + MK és
(N+ K)M =NM+ KM.
(7) Az E, egységmatrix kétoldali egységelem: E,M = ME, = M.

Tovabba A(MN) = (AM)N = M(AN) is teljesiil.

Bizonyitas: a kovetkezd félévben, lineéris transzforméciokkal.



Matrix transzponaltja

F2.1.6. Definicio

Egy métrix fddtldja a bal fels6 sarokbol 45° alatt indul6 egyenesen 1évs elemek-
bél all. Ezek azok, amelyeknek a sor- és oszlopindexe megegyezik.

Egy métrix transzpondltja a f6atlojara vett tiikorképe.

Azaz ha M = ((a;;)) € T"*™, akkor M7 = ((a;;)) € T™ ™. (A két indexet
megcseréljiik; az i-edik sorbol i-edik oszlop lesz.)

Példak
T T aii a1
a11 a2 _ |a11 a2 a1 a2 a13 = lan  ag
a21 Aa22 a12 a2 a21 a2z 423
a13 a3

Sorvektor transzponaltja oszlopvektor és viszont.

4. MAatrix inverze

Az inverz definiciéja és kiszamitasa

Definicié (F, 2.2. szakasz)
Ha M,N € T"*" akkor M és N egymas inverzei, ha MN = NM = E,, (az
n X n-es egységmatrix). Jele: N = M1,

M € T™*™ invertalasa Gauss-eliminaciéval (F3.5.3. Tétel)
o K:=[M,E,] € T"? (irjuk M mell¢ az egységmatrixot).

o Végezziik el a Gauss-elimindciét a K matrixra Ggy, hogy vezéregyest kizd-
rélag a bal oldalon (az els6 n oszlopban) vdlaszthatunk.

e Ha keletkezik ,tilos” sor (melynek az elss fele végig nulla), akkor M nem
invertdlhato.

e Egyébként sorcserékkel K bal felébdl az egységmatrix lesz. Ekkor K jobb
felén M1 keletkezik: [M, E,] — [E,, M.



2 X 2-es matrix inverze
Tétel )

a cf| . d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M = [b d] inverze P {—b a]'
Késobb: Ha ad — be = 0, akkor M-nek nincs inverze.
A fédtlo két elemét megeseréljik, a mellékdtlo eldjelet vdlt.

Bizonyitas
N R e e e Bl

_|ad —bc 0
o 0 ad —be|’

Ezt ad — be-vel osztva az egységmaétrixok kapjuk.
HF: Ellenérizziik a szorzast a masik sorrendben is.

Linearis egyenletrendszer matrixos alakja

a11x1 + a12x2 + ...+ a1mTm = bl
9121 + Q222 + ... + A2mTm = b2

Ap1x1 + apoxa + ... + QpmTm = by,

Definicio
ailr a2 A1m T1 b1
a1 a22 ag T2 . bo
M = ™, = és b=
an1 an2 Anm Tm bn

Az M a fenti lineéris egyenletrendszer matrixa. Az Mz = b az egyenletrendszer
mdtrizos alakja (az eredeti egyenleteknek egy képletben valo, tomor felirasa).
Ha M négyzetes és invertalhato, akkor a megoldas = M~ 1b.

5. Osszefoglalo

A 2. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Vektorosszeadas a sikon, helyvektor. Vektor- és matrixmiiveletek: Gsszeg, ska-
larszoros, nulla, ellentett. Szorzat, egységmatrix, inverz, transzponalt (F2. feje-
zet).

Tételek

A maétrixok és vektorok mtiveleti tulajdonsagai (F2. fejezet). A nullosztomen-
tesség és a kommutativitids nem teljesiil altalaban. Az inverz kiszamitasa Gauss-
eliminéacioval (F3.5.3. Tétel).



