1. Gydtirtk és testek

Hasonlé6 tételek

Lattuk:
Legyen T a C,R, Q egyike. Ekkor T'[z]-ben

(1) ki lehet emelni a gyoktényezsket;
(2) érvényes a polinomok azonossagi tétele;
(3) elvégezhetd az interpolécio;

és igy tovabb. Nagyon hasonldan viselkednek. Oka: a négy alapmiivelet a szo-
kasos szabalyok szerint elvégezhets, és ennyi elég az dllitdsok bizonyitdsdhoz.
7Z hasonlo, de nem lehet minden nem nulla szAimmal osztani.

Nem érdemes ugyanazt a bizonyitast kiilon elmondani C, R, Q esetén.

Hatha mds fontos szdmkdr is van, ahol a négy alapmivelet elvégezhetd, és igy
a fenti tételek érvényesek. Példaul ilyen Zs is, a mod 5 maradékok halmaza, a
+5 és x5 miiveletekre, lattuk a tablazatot.

Gytrik és testek

Definicio-kisérlet

Az R gyiirtd, ha az 6sszeadas kivonas, szorzas a szokdsos szabdlyok szerint elvé-
gezhets. A T test, ha ezen felill még minden nem nulla szammal lehet osztani.
Motivalé példak (K2.2.35):

(1) A polinomok, azaz Z[z], Q[z], R[z], C[z]: gydird.

(2) A négyzetes matrixok, azaz C"*™, R™" Q" ™: gyiri.
(3) Folytonos (differencialhaté) R — R fiiggvények: gydrd.
(4) Az a + bi alaka szamok (a,b € Z): gyird.

(5) Az a+ bi alakt szamok (a,b € Q): test.

(6) Az a + b\/2 alakt szamok (a,b € Z): gyiri.

(7) Az a + b\/2 alakt szamok (a,b € Q): test.

(8)
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Paratlan nevezdjd tortek: gydrd.



A szokasos tulajdonsagok
Definidlni kell, hogy mik a ,szokasos” tulajdonsagok.

Definicié (K2.2.1)

Mvelet egy R halmazon: barmely a,b € R-hez a *b € R.

Asszociativitds: (axb) xc = ax (b*c) barmely a,b, c-re. (Ilyenkor a soktényezss
szorzatot is akarhogy zardjelezhetjiik.)

Kommutativitds: axb = bxa barmely a, b-re. (Ilyenkor sok tényezst is akarhogy
cserélgethetiink.)

Példak

A C-beli 6sszeadas és szorzas asszociativ és kommutativ. A +,, és *,, miveletek
asszociativak és kommutativak. A halmazelméleti unid és metszet is asszoci-
ativ és kommutativ. Fliggvények kompozicidja asszociativ, de altaldban nem

kommutativ. (f o g)(z) = f(g(z)).

Nullelem, egységelem, ellentett, inverz

Definici6 (K2.2.6)
Legyen + mivelet az R halmazon. A 0 € R elemet nullelemnek nevezziik, ha
minden a € Resetén a+0=0+4+a = a.

HE': legfeljebb egy nullelem lehet.

Definicié (K2.2.9)
Legyen + miivelet az R halmazon és 0 € R nullelem. Az a € R ellentettje b, ha
a+b=0b+a=0. Jele: b = —a.

HF: Minden elemnek legfeljebb egy ellentettje van.

Az el6z6 definiciok szorzas miivelet esetén:
Jelolje R-en a miiveletet egymas mellé iras. Ekkor:

Az 1 € R egységelem, ha 1la = al = a minden a € R-re.
Az a € R inverze b, ha ab =ba = 1. Jele: b=a"".

A csoport definicigja

Az G csoport a * miiveletre (K2.2.13), ha
(1) * asszociativ;
(2) van *-ra nézve egy 1 egységelem;
(3) minden elemnek van inverze.

Kommutativ csoport: a * kommutativ.

Z,Q, R, C, C[z], R™*™ kommutativ csoport az dsszeadasra.

Q, R, C-bsl a 0-t kihagyva kommutativ csoport a szorzasra.

Az n-edik egységgyokok kommutativ csoport a szorzasra.

Az S,, permutacioi nemkommutativ csoport a kompoziciora (n > 2).



Az R™™ invertalhaté méatrixai nemkommutativ csoport a szorzésra.
Zs elemei kommutativ csoport a mod 5 dsszeadasra.
Zs nem nulla elemei kommutativ csoport a mod 5 szorzéasra.

A gyitird és test definicioja

Az R gyiard (K2.2.21), ha értelmezett az Osszeadas +-szal, és a szorzds egymas
mellé irassal jelolt miivelete tgy, hogy

(1) Az Gsszeadas asszociativ.

2) Az 06sszeadas kommutativ.

3) Van az Osszeadésra nézve egy 0 nullelem.

Minden elemnek van ellentettje.

A szorzéas asszociativ.
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(6) Tetszoleges x,y, z € R esetén igaz a disztributivitds: (x+1y)z = xz+yz és
z(x +y) = zax + zy.

Kommutativ gyird: a szorzas kommutativ.

Egységelemes gyiird: a szorzasra nézve van egységelem (jele 1).

Test: egységelemes, kommutativ gytr(, amelyben minden nem nulla elemnek
van (a szorzasra) inverze (K2.2.23).

Elemi szamolasi szabalyok

Allitas (K2.2.22, K2.2.10)
Legyen R gytird és a,b € R tetszbleges elemek.

(1) 0a = a0 = 0.
(2) (—a)b=a(=b) = —(ad).

(3) Ha a és b invertalhato, akkor ab is, és inverze b=1a=1.

Mintabizonyitas

(1) A disztributivitds miatt a0 = a(0+ 0) = a0+ a0. Mindkét oldalhoz adjuk
hozzé a0 ellentettjét.
0 = (a0 + a0) + (—a0) = a0 + (a0 + (—a0)) = a0 + 0 = a0.

(3) b=ta"t(ab) = b=11b = 1. Hasonléan (ab)b=ta=! = 1.

Példa: szorzatmatrix inverze.



Nullosztémentesség

Minden R gyftri kommutativ csoport az Osszeadasra. Ez R additiv csoportja,
jele RT. Ha R egységelemes, akkor az invertdlhato elemei csoport a szorzas-
ra. Bz R multiplikativ csoportja, jele R*. Igy minden test nem nulla elemei
kommutativ csoport a szorzasra.

Definici6o (K2.2.27)

Az R gytird nullosztomentes, ha egy szorzat csak akkor nulla, ha valamelyik
tényezGje nulla: ab=0 = a =0 vagy b= 0.

Szokdsos gytri: kommutativ, egységelemes, nullosztomentes.

A Zg nem nullosztomentes: 2 xg3 =0, de 2 # 0 és 3 # 0.

A Zs test, példaul a ,,2-ben a 37 osztas eredménye 4, mert 3 x5 4 = 2.

A 3 inverze 2, mert 3 x5 2 = 1.

Ha n = ab, ahol 0 < a,b < n, akkor a *, b = 0, de a,b # 0. Ezért ha n nem
prim, akkor Z,, nem nullosztémentes.

Test nullosztémentes

Tétel (K2.2.31)

A Z,, a +, és x, miiveletekre egységelemes, kommutativ gytird. A Z,, pontosan
akkor nullosztémentes, ha n primszam, és ebben az esetben test is.

A Z multiplikativ csoport az n-hez relativ prim elemekbdl &ll, tehat (n) eleme
van. Bizonyitas: kongruenciakkal, HF.

Tétel (K2.2.29, 1.3.7): Minden test nullosztomentes.

Bizonyitas

Legyen T test, és z,w € T. Tegyiik f6l, hogy zw = 0, de z # 0. Meg kell

mutatnunk, hogy akkor w = 0. Mivel z # 0, van inverze: uz = 1. Ezzel szorozva
w=1 w= (uz)w=ulzw) =u-0=0.

Példa: Az egész szamok gytrtije nullosztomentes, de nem test.

Az egyszeritisitési szabaly

Tétel (K2.2.28)
Nullosztémentes gytriiben érvényes az egyszerisitési szabdly: ha ac = bc és
c# 0, akkor a = b.

Bizonyitas
ac =bc = 0 =ac—bc = (a—0b)c. Mivel ¢ # 0, a nullosztomentesség miatt
a—b=0, azaz a = b.

Hasonloképpen nullosztémentes gytrtiben balrol is lehet egyszertsiteni:
ha ca = ¢b és ¢ # 0, akkor a = b.

Minden linedris algebrdbol eddig kimondott dllitds tetszdleges test folitt is érvé-
nyes, ugyanazzal a bizonyitdssal.
Legkozelebb atismételjiik a polinomokat , gytirts” szemszogbdl.



2. Osszefoglalo

A 19. el6adashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak

Miivelet, asszociativitas, kommutativitas (K2.2.1).

Nullelem, egységelem (K2.2.6), ellentett, inverz (K2.2.9).

Csoport (K2.2.13), gytri (K2.2.21). Nullosztomentesség (K2.2.27).
Egységelemes, kommutativ, szokdsos gytri, test (K2.2.23).

Gyftri additiv és multiplikativ csoportja (K2.2.10). A Z,, gytrid (K2.2.31).

Tételek

Elemi szamolasi szabélyok gytrikben (K2.2.10, 2.2.22),

az egyszertsitési szabaly (K2.2.28), szorzat inverze (K2.2.10).
Minden test nullosztomentes (K2.2.29, 1.3.7).

A Z,, mikor nullosztomentes, mikor test (K2.2.31).



