1. Fiiggetlenség

Oszlopvektorok fiiggetlensége
Az aldbbiakban T a C, R, Q egyikét jeloli. Valojaban T tetszéleges test lehet,
ezt a fogalmat késGbb tanuljuk.

Definicié (F3.3.1-3)

Legyen vy ...,v; € T™. Av1 4+ AoVs + ... + AU & V1,..., Uy, €8y linedris
kombindcidja. A Aq,..., A\, ennek a linearis kombinacionak az egyiitthatoi.

A wvy,..., v, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha tetszéleges A1,..., A\, € T
skalarokra A\jv1 +. . .4+ Ay = 0 CSAK UGY teljesiilhet, ha \; = ... = \,, = 0.
Egyébként a vy, ...,v, € V vektorok linedrisan dsszefiiggdk.

Trividlis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.
Vagyis vy, . .., vy, akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha CSAK a trivialis
linearis kombinéciojuk nulla.

Példak fiiggetlenségre

Az ; és a é] € R? vektorok linearisan dsszefiiggenek.
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Az B} és a E] € R? vektorok linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

o 2 4 12N dho| 12X +4),

{0] =M [3} + A2 [5} = {3)\1] + {5&] = [3A1 +5/\2]’
akkor 2A1 +4X3 = 0 és 3A1 +5X2 = 0. Ezt a homogén linearis egyenletrendszert
megoldva A\; = Ay = 0.

Fiiggetlenség és egyenletrendszer

A v ..., v, € T" akkor és csak akkor linearisan fliggetlen,

ha az xyv1 +. ..+ v, = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek csak trivialis
megoldasa van.

Ezért a fliggetlenség Gauss-eliminacioval eldonthets: a rendszer akkor fiiggetlen,
ha az eliminaci6é sordn nem keletkezik szabad valtozo, azaz minden oszlopban
van vezéregyes.

Kovetkezmény (F3.3.4)
Ha m > n, vagyis ha tobb vektor van, mint a dimenzi6é, akkor a rendszer

Osszefiiggd.
Valoban, mivel minden sorban csak egy vezéregyes lehet, lesz olyan oszlop, ahova
nem jut. O



Definici6é (F3.3)
v € V linedrisan fiigg v1, ..., vy-t6l, ha felirhat6 vy, ..., v,, linearis kombinaci-
6jaként.

A fiiggetlenség elemi tulajdonsagai (F3.3.5)

1) Fiiggetlen vektorrendszerbdl vektorokat elhagyva fiiggetlen rendszert ka-
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punk. Azaz fiiggetlen rendszer része is fiiggetlen.

(2) A {v} egyelemii rendszer pontosan akkor fiiggetlen, ha v # 0.
(3) A nullvektort tartalmazo rendszerek Gsszefiiggdk.

(4) Két nem nulla vektor akkor és csak akkor osszefiiggs, ha mindketts a
mésik skalarszorosa.

(5) Ha egy rendszerben egy vektor egy masik skalarszorosa, akkor a rendszer
Osszefiiggs. Specialisan egy filiggetlen rendszerben minden vektor csak
egyszer szerepelhet.

(6) A sik két vektora pontosan akkor linearisan fiiggetlen R f6lott, ha nem
parhuzamosak.

(7) A tér harom vektora pontosan akkor linearisan Osszefiigg6 R folott, ha
egy sikban vannak.

Ha 6sszefiiggs, akkor valamelyik fiigg a tobbitsl

Ha v figg v1, ..., vm,-t6l, akkor vy,...,vmy, v Osszefiiggs.

Mert v = Mo1 + ... + AU = A1+ ... + Ao + (=1)v = 0, és ez
nemtrivialis lineéris kombinéci6é a —1 egylitthato miatt.

Allitas (F3.3.5)

Ha vy, ..., v, linearisan 6sszefliggd, akkor VAN kézéttik olyan, amely linedrisan
fligg a tobbiektsl.

Az nem igaz, hogy mindegyik fiigg a tobbiektsl! Példaul 0, v Gsszefiigg, de ha
v # 0, akkor v nem fiigg 0-tol.

Bizonyitas (egyszeriibb jel6lés miatt n = 3-ra)

v1, Ug, v3 Osszefiiggd, igy van olyan A1, Ag, A3, melyre A\jv1 + Asvs + Azvz = 0, de
nem mindegyik A; nulla.

Ha példéul /\2 75 O7 akkor Vo = —(/\1/)\2)1}1 — (/\3//\2)1}3. O



2. Rang

A rang definicidja

Definici6é (F3.4)

Egy vektorrendszer rangja r, ha r darab fiiggetlen vektor kivalaszthato beléle,
de tobb nem. Egy méatrix oszloprangja az oszlopaibdl all6 rendszer rangja. Egy
matrix sorrangja a soraibdl all6 rendszer rangja.

Tétel (F3.4.2)
A Gauss-eliminécio 1épései sorén az oszloprang nem valtozik. Az oszloprang az
eliminaci6é soran keletkezé vezéregyesek szama.

Vegyiik ki az oszlopok egy részhalmazat, és tekintsiik a hozzajuk tartozé ho-
mogén linearis egyenletrendszert. Az eredeti matrixon a sorokkal végzett elimi-
nacios lépések nem valtoztatjak meg e linearis egyenletrendszer megoldasainak
halmazat. Ezért nem valtozik az sem, hogy ezen oszlopok fiiggetlenek-e (hiszen
az attol fiigg, hogy van-e nemtrivialis megoldas, vagy nincs).

A bizonyitas folytatasa

Tehat az eliminacio lépéseikor az oszlopok ugyanazon részhalmazai lesznek fiig-
getlenek, mint eredetileg, vagyis az oszloprang tényleg nem valtozik.

Az eliminaci6 végén a vezéregyeseket tartalmazo oszlopok nyilvan fiiggetlenek.
Ha azonban oszlopok egy halmaza tartalmaz olyat, ahol nincs vezéregyes, akkor
a hozza tartozo6 egyenletrendszernek van nemtrivialis megoldasa, hiszen a meg-
felelg szabad valtozo helyébe irhatunk nem nulla szamot. Ezért az eliminacio
végén az oszloprang tényleg ugyanaz, mint a vezéregyesek szama. O
Az el6z6 tétel gyors algoritmust ad az oszloprang meghatéarozéasara.

Tétel (F3.4.2)

Egy M matrix sorrangja ugyanaz, mint az oszloprangja. (Ezt M rangjanak
nevezzik, és r(M)-mel jeloljiik.) Egy matrixnak és a transzponaltjanak a rangja
megegyezik.

Sorrang és oszloprang: Lemma

Lemma

Legyenek vq,...,v, egy L matrix sorai, wi,...,w,, az oszlopai. Tegyik fel,
hogy Av1 + ...+ Apv, = 0. Bovitsiik L-et olyan oszlopokkal, amelyek lineari-
san fiiggenek wi, ..., wy,-t6l. Ekkor a kib&vitett méatrix sorainak a Ai,..., A\,

egylitthatokkal vett linearis kombinacioja szintén nulla.

A kibévitett matrix egyik oszlopa legyen w = pywy + ... + pmwy,. Jeldlje s a
[A1, ..., A\y] sorvektort, t a gy ..., pm]T oszlopvektort.

A Mvr + .. 4 Ao, = 0 feltétel azt jelenti, hogy sL = 0.

Aw=pwy + ...+ pmwy, feltétel azt jelenti, hogy Lt = w.

A szorzés asszociativitasa miatt sw = s(Lt) = (sL)t = 0t = 0.

Vagyis w komponenseinek a A1, ..., \, egyiitthatokkal vett linearis kombinéci-
6ja tényleg nulla. O



Sorrang és oszloprang: kévetkezmény

Kovetkezmény
Ha egy N matrixnak k sora van, és ezek linearisan fiiggetlenek, akkor oszlop-
rangja legalabb k.

Bizonyitas

Vegyiink ki a lehets legtobb fiiggetlen oszlopot N-bél. Ezek wq, ..., w.,, és
L = [wy,...,wy,] a megfelels részmatrix. Ekkor N oszloprangja m. Mivel
w1, ..., W, fliggetlen, de barmely oszlopot hozzajuk véve mar Gsszefiiggd rend-
szert kapunk (hiszen nincs m-nél tébb fiiggetlen oszlop) ezért N minden oszlopa
fiigg wy, ..., wn-tol

Indirekt feltevés: m < k. Ekkor L sorai Osszefiiggenek, mert 7™-ben barmely
k > m darab vektor Osszefiigg. De akkor N sorai is Osszefiiggenének a Lemma
miatt, ellentmondas. O

A rangok egyenlgségének bizonyitasa

Sorrang = oszloprang

Legyen M sorrangja k. Vegyilink ki k fliggetlen sort, a kapott részmétrix le-
gyen N. Az el6z6 Kovetkezmény miatt N oszloprangja legalabb k, igy M osz-
loprangja is legalabb k& (HF). Belattuk, hogy oszloprang > sorrang. Ezt az M
transzponaltjara alkalmazva a forditott egyenlStlenség adodik. O

Az M matrix determindnsrangja r, ha kivalaszthato r sor és r oszlop ugy, hogy
a metszéspontjaikban allo r x r-es matrix determinansa nem nulla, de r + 1 sor
és oszlop mar nem vélaszthato ki igy.

Tétel (F3.4.2. Tétel)

Minden matrix determinansrangja egyenl$ a rangjaval.

Biz.: Gauss-eliminaci6. Négyzetes matrixokra det(N) = det(NT), igy 1j bizo-
nyitast kapunk a sorrang és oszloprang egyenlGségére.

A kibévitett matrix

a1121 + a1222 + ... + A1 T = b1
a21T1 + a2 + ... + A2 Ty = bo

Ap1T1 + Q2T + ... + QT = bn,

ai; a2 ... Qaim Z1 by

a1 a99 - ag xro , bg
M = L, ox= és b=

Anl Gn2 - Qum T by,

Az M a fenti Mx = b egyenletrendszer matrixa.

a1 a2 N A1m b1

a a ceeoa b o e
[M,p) = |72t 72 2m T2\ a kibGuitett métrix.

an1 an?2 B ¢ ) bn



A megoldhatosag jellemzése

Tétel (F3.4.3. Tétel)

Legyen M € T"*™. Az Mx = b linearis egyenletrendszer pontosan akkor old-
hato meg, ha a kib6vitett matrix rangja megegyezik az egyenletrendszer méatri-
xanak rangjaval: r([M,b]) = r(M). Ilyenkor a megoldas pontosan akkor egyér-
telmd, ha (M) = m (vagyis M rangja egyenls az ismeretlenek szaméaval).

Bizonyitasvazlat

Akkor és csak akkor van megoldas, ha nincs tilos sor. A tilos sor azt jelenti,
hogy [M,b]-ben még egyet karikdzhatunk, vagyis r(M) < r([M,b]). Akkor és
csak akkor egyértelmid a megoldéas, ha M oszlopai linearisan fiiggetlenek is. [

A determinans eltiinése

Tétel (F3.2.3. Tétel és F3.5.2. Tétel)
Egy determinéans akkor és csak akkor nulla, ha a sorai linearisan sszefliggenek.
Ugyanez az oszlopokra is igaz (transzponélt).

Bizonyitasvazlat

Legyenek a sorok wy,vs,...,v,. Ha Osszefiiggenek, akkor valamelyik fiigg a
tobbitsl, pl. v1 = Agvs + ... + A\yv,. Vonjuk ki az elsé sorbdl sorban az i-edik
sor \; szeresét. Ekkor az elsé sor nulla lesz, ezért a kapott determinéns nulla.
Ez az eredeti determinanssal egyenld, igy az is nulla.

Megforditva: Ha a determinans nulla, akkor a Gauss-eliminéaci6 soran keletkezik
egy csupa nulla sor (amikor nem tudjuk folytatni). Tehat ebbdl a sorbol ki
tudtuk vonni a t6bbi sor alkalmas skalarszorosat tgy, hogy csupa nulla sort
kapjunk. O

3. Osszefoglalo

A 18. eladashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak

Oszlopvektorok linearis fiiggetlensége, Osszefiiggssége,

line4ris fiiggés (F3.3.1-3).

Vektorrendszer rangja, matrix sor-, oszlop- és determinansrangja (F3.3).
Egyenletrendszer kib&vitett matrixa.

Tételek

Dimenzionyinal tobb vektor osszefiigg (F3.3.4). A fiiggés és a fiiggetlenség tu-
lajdonsagai (F3.3.5). A rang meghatarozasa Gauss-eliminécioval (F3.4.2).

A sorrang és az oszloprang egyenlGsége (F3.4.2). Linearis egyenletrendszer meg-
oldhatosaganak, és a megoldas egyértelmiiségének jellemzése a rang segitségével
(F3.4.3). A determinans elttinésének jellemzése (F3.2.3, 3.5.2).



