1. A determinans kifejtése

ElGjeles aldeterminansok

Definici6é (F1.4.1)

Legyen T'= C,R,Q és M = ((a;;)) € T™*™ egy n x n-es matrix. Az i-edik
sor j-edik, a;; eleméhez tartozo M;; eldjeles aldetermindnst a kovetkezSképpen
kapjuk.

e A matrixbol elhagyjuk az i-edik sort és a j-edik oszlopot.
e A kapott (n — 1) x (n — 1)-es méatrix determindnsdt
e megszorozzuk (—1)"I-nel.

A (—1)i17 elsjel megjegyzésére szolgél a sakktdblaszabdly:
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A kifejtési tétel

Kifejtési tétel (F1.4.2)

Legyen T'= C,R,Q és M = ((ai;)) € T™*"™ egy n x n-es matrix. Az M deter-
minansat a j-edik oszlop szerint ugy fejtjiik ki, hogy az oszlop minden elemét
megszorozzuk a hozza tartozd elGjeles aldetermindnssal, és ezeket Gsszeadjuk.
Ekkor M determindnsdt kapjuk. Képletben:

arjMij + agjMaj + ... + an; My; = det M minden rogzitett j-re. Ugyanez so-
rokra is érvényes: a;3 M;1 + a;oMio + ... + ajnM;, = det M minden rogzitett
i-re.

FONTOS: Gauss-eliminacioval SOKKAL gyorsabb a determinéns kiszamitasa,
mint kifejtéssel. A kifejtés lényegében n! szorzés. Pl. n = 6-ra 720.
A Gauss-elimindcié maximum n?/2 szorzas. Ez n = 6-ra 108.

Példa kifejtésre

Példa

A harmadik oszlop szerint:
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Ferde kifejtés a masodik és harmadik sor szerint:
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3 5 =-94+24-15=0.
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Ugyanaz, mint
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5| kifejtése a harmadik sor szerint, igy 0.
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Ferde kifejtés

Ferde kifejtés: Ha a j-edik oszlop elemeit egy mdsik oszlophoz tartozo aldeter-
minansokkal szorozzuk, és 0sszeadjuk, akkor az eredmény nulla lesz.

a1 Mg + agj Moy + . .. + anj My, = 0 minden j # k-ra. Sorokra:

alekl + anMkQ + ...+ ajann = 0 minden j # k-ra.

A ferde kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.3)

Ha M-et ugy fejtjiik ki, hogy a j-edik oszlop elemeit szorozzuk a k-adik osz-
lop megfelels elemeihez tartozé elGjeles aldeterminansokkal, akkor ez valojaban
annak az N maétrixnak a j-edik oszlop szerinti kifejtése, amelyet ugy kapunk,
hogy M-ben a k-adik oszlop helyébe a j-edik oszlopot masoljuk. Mivel N-nek

van két egyforma oszlopa, a determinansa nulla. O
Z (Ci = a(—c) + ca = 0 (els6 sor szerint, a masodik sorhoz tartoz6 aldetermi-
nansokkal).

Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)

Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze, ha det(M) # 0, és ekkor

1
az inverz képlete M~! = m((Mﬂ)) Vagyis vessziik az el6jeles aldetermi-

nansokbdl all6 matrixot, transzpondljuk, és elosztjuk M determinanséaval.

) a ¢ 1 d —c
Pl [b d} " ad—be {b a}
Bizonyitasvazlat: Ha M~ létezik, akkor
det(M)det(M~1) = det(MM~1) = det(E,) = 1, igy det(M) # 0.
Megforditva: A kifejtési tétel és a ferde kifejtési tétel egyiitt biztositja, hogy ha
a fenti matrixot (barmelyik sorrendben) M-mel szorozzuk, akkor az egységmét-
rixot kapjuk (HF). O

Balinverz és jobbinverz

Tétel (F3.5.2)
T=CR,Qés M,N €T"*", Ha MN = E,,, akkor NM = E,,. Azaz minden
jobbinverz balinverz is.



Bizonyitas

Tudjuk, hogy det(M)det(N) = det(MN) = det(E,) = 1. Ezért det(M) # 0,
és igy az imént bizonyitott tétel miatt van egy K balinverze: KM = F,,. Elég
belatni, hogy K = N, mert akkor NM = KM = E,,. Az asszociativitas miatt
K=KFE,=K(MN)=(KM)N=E,N = N. O

Valojaban azt igazoltuk, hogy M mindegyik jobbinverze megegyezik M mind-
egyik balinverzével. Igy a kétoldali inverz egyértelmd.

2. A Cramer-szabaly

Egyenletrendszer explicit megoldasa

Tétel (F3.5.2)

Adott egy Mz = b linearis egyenletrendszer, melyben ugyanannyi egyenlet van,
mint ismeretlen: M € T™*™. Ekkor a megoldas pontosan akkor egyértelmii, ha
det(M) # 0. Ilyenkor nyilvan 2 = M ~'b a megoldas képlete.

Valoban, a Gauss-eliminéciot elvégezve pontosan akkor egyértelmi a megoldés,
ha minden oszlopban van vezéregyes. Az M determinansa pontosan ekkor nem
nulla.

Cramer-szabaly (F3.2.1)
Jelolje M; azt a méatrixot, amelyet az M-bdl ugy kapunk, hogy a j-edik oszlop
helyére a b oszlopvektort tessziik. Ha det(M) # 0, akkor a megoldas
det(Mj)
T; = ———2.
det (M)

Példa a Cramer-szabalyra

Példa
20 -3y =1
S5r —2y =28
Megoldas
1 -3
‘8 —2’—2+2422
T2 3] —4+15 11 7
;3
2 1
B ’5 8' _16-5 11
V=T 3T Za+15 11
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A Cramer-szabaly bizonyitasa

Bizonyitas

Az egyszeriibb jelolés kedvéért 2x2-esre. Legyen M = [v1,vs], ekkor My = [b, vo]
és My = [v1,b]. Az Mx = b azt jelenti, hogy ziv1 + xove = b (HF). Ezért
det(M) = det[zyv1 + xov9, v9] = det[zyv1, v2] + det[zovg, vo] =

= 21 det[vy, va] + x2 det[va, v2] = 21 det[vy, vo] = xq det(M).

Azaz xq det(M) = det(M;). Hasonléan x5 det(M) = det(Ms). O
M1 = [b,’l]z] és T1U1 + Vg = b

Az els6 oszlopot Gsszegre bontjuk.

Az x1 és x5 skalarokat kiemeljiik az els6 oszlopbol.
det[vg, v3] = 0, mert a két oszlop egyenld.

Vandermonde-determinans (F1.5.2)

1 oz 22 ..
-1
1 2z 22 zy
_ 2 e 2 _
Viz1,29,...,2,) = = [I (z—=).
T, 1<i<j<n
1 =z, zfl zﬁfl

Bizonyitas: gyakorlaton.

3. A determinans, mint mérték

A determinans egyértelmiisége

A determinans fogalmat ugy épitettiik fel, hogy bizonyos tulajdonsagokat kivan-
tunk meg. Megmutatjuk, hogy ezekbdl mér kovetkezik a determinénst definidlé
(permutacios) képlet.

Tétel (F9.8.1)

Legyen T' = C, R, Q egyike, és D egy fiiggvény, amely barmely n darab T™-beli
vektorhoz hozzarendeli T' egy elemét.

(1) Tegyiik fel, hogy D minden valtozoban linearis;
(2) és ha D ket valtozoja egyenls, akkor D értéke nulla.

Legyen d = D(ey,...,e,), ahol [e1,...,e,] az egységméatrix. Ekkor tetszéleges
Viy...,0n € T™esetén D(vy,...,v,) = ddet[vy,...,v,]. Azaz D a determinans-
fiiggvény konstansszorosa.

A Freud-konyvben megtalalhat6 a bizonyitas. Mi elszor n = 2-re igazoljuk az
allitast.



Bizonyitas

és vg = akkor v; = aey + beg és vy = ceq + des.

a c
b d]’
A linearitas miatt D(v1,v2) = aD(e1,v2) + bD(ea,v2). A linearitast a méasodik
véaltozoban is hasznélva a kovetkez6t kapjuk:

D(v1,v2) = acD(e1,e1) + adD(ey, e3) + beD(ea, e1) + bdD(ea, e2).

De (2) miatt D(ej,e1) = 0 = D(eq, e2), masrészt kordbban lattuk, hogy D a

Ha v =

valtozok cseréjénél elGjelet valt: D(eq,e1) = —D(eq, e2).

Igy D(vi,ve) = acD(eq, e3) — bdD(ey, e3) = det[vy, vo]d. O
Az altalanos esetben D(vy,...,v,) egy olyan Osszegre bomlik, amelynek tagjai
agay---rmynD(€fs), .-, €efm)) alakiak. Ha f nem permutéicidja az inde-
xeknek, akkor nullat kapunk. Ha igen akkor f inverzidinak megfelels cseré-
ket végrehajtva sg(f)D(e1,...,en) 1esz afay ... apm) -nel szorozva. Ezért az
eredmény det[vy, ..., v,]7d. O

A szorzastétel bizonyitasa

Allitas

Ha M € T™*" akkor det[Mwvy,..., Mv,] = det(M)det[vy,...,v,]. Szemlélete-
sen: az oszlopok M-mel szorzdsa det(M)-szeresére vdltoztatja a determindnst.

Valoban, a Dps(vy,...,v,) = det[Muy, ..., Mv,] fliggvényre

Dy(v1,...,vn) = Darler, ..., eq) detfvg, ..., v,] teljesiil az imeénti tétel miatt.
De Dys(ey,...,e,) = det(M), mert a matrixszorzas definicioja miatt Me; az
M métrix i-edik oszlopa. U

Legyen M, N € T™*™. Ekkor a fenti allitds miatt
det[MNey,...,MNe,] = det(MN) detley,...,e,] = det(MN).
Maésrészt det[M Ney, ..., MNe,| = det[M(Ney),...,M(Ne,)],
ami det(M) det[Ney, ..., Ne,| = det(M) det(N). O

Az N = [v1,...,v,]re is alkalmazhattuk volna az Allitast, de akkor meg kell
gondolni, hogy Mwv; az M N szorzatmatrix i-edik oszlopa.

Geometriai hattér

Az eddigiek szemléletesebbek és érthetébbek, ha a geometriai vonatkozasokat
megértjiik. BEgyszertiség kedvéért a sikon dolgozunk. Ha adottak a vy, v, € R?
helyvektorok, akkor jelélje D(vi,v9) a 0, vi, v1 + va, v paralelogramma a te-
riiletét. Ezt elGjelesen értjiik, az elGjel attol fiigg, milyen a paralelogramma
koriiljarasa. Ekkor a (2) tulajdonsidg magatol értet6dik: elfajulod paralelogram-
ma teriilete nulla. De (1) is azonnal latszik elemi geometriai uton. Ezért az
iménti tétel miatt ez a teriilet det[vy, v2] konstansszorosa. Mivel az egységnégy-
zet teriilete 1, ez a konstans 1. Ezért o determindns eldjeles térfogat (meérték).
A vektorok M-mel szorzasa azt jelenti, hogy egy geometriai transzforméciot
(példaul forgatast) alkalmazunk rajuk. Ezért az Allitas jelentése:

a determindns azt mondja meg, hogy eqy transzformdcié hdanyszorosdra vdltoz-
tatja a térfogatot. Minderrdl a linearis algebra keretében lesz sz6: a transzfor-
maciok és a matrixok k6zott teremtiink kapcsolatot.



A kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.2)

Az ailMil —‘raigMig—I—. . .—I—amMm kifejezés egy szamot ad, ami M = [1}1, ey Un]
oszlopainak komponenseibdl kiszamithato, jeloljiik ezt D(vq,...,v,)-nel. Ah-
hoz, hogy ez det(M)-mel egyenld, az iménti tétel szerint elég belatni az (1) és
(2) tulajdonsagokat, tovabba, hogy az egységmatrixon az értéke 1.

Utobbi nyilvanvalé. Ha az els6 oszlopot megszorozzuk c-vel, akkor a;; is, és
J > 2 esetén M;; is c-vel szorzodik, tehét az 6sszeg is. Hasonlé a gondolatmenet
Osszegre bontas esetén is.

Tegyiik fel, hogy az j-edik és a k-adik oszlop egyenls. A tobbi oszlophoz tar-
tozé aldeterminansokban van két egyenls oszlop, azok értéke nulla. Tovabba
aij = a;1, tehat elég megmutatni, hogy M;; = —M;y.

Feltehetd, hogy j < k. Az M;; determindnsban az eredeti méatrix k-adik oszlopa
szerepel. ha ezt sorban kicseréljiik a t6le balra 1év6 k — 5 — 1 oszloppal, ak-
kor M;;-t kapjuk. Ekkor a determinans (—1)¥=7~1-nel szorzodik. De ezt pont
kompenzélja a sakktabla-elGjel. O

4. Osszefoglal6

A 17. el6adashoz tartozo6 vizsgaanyag

Fogalmak
Elgjeles aldeterminans (F1.4.1).

Tételek

A kifejtési (F1.4.2) és a ferde kifejtési (F1.4.3) tétel. Az invertalhatosag jellem-
zése determinansokkal; az inverz képlete (F2.2.2, 2.2.3). Négyzetes méatrixokra
minden balinverz kétoldali inverz (F3.5.2). A Cramer-szabaly (F3.2.1). Van-
dermonde determinédns (F1.5.2). A determinans, mint mérték (F9.8.1). Szorzat
determinénsa.



