1. A determinans definicidja

A 3 x 3-as determinans elemzése

M = ((asj)) = det(M) =ai1a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32—
—a13022031 — 411023032 — 12021033 -
Mind a hat tagban (pl. ajzassasi-ben) az elsé indexek: 1,2,3, igy mindegyik
szorzatnak a determindns minden sordban van tényezGje. A maésodik indexek
egy PERMUTACIOT adnak, pl. 2,3, 1. Ezért a determindns minden oszlopdban
is van egy tényezd. A porzitiv elGjellel ellatott tagokhoz tartozé harom permu-
tacio:
1 2 3] 1 2 3] 1 2 3]
1 2 3 2 31 3 1 2

Ezek el6jele +1 (rendre 0, 2, 2 darab inverzid). A negativ elGjellel ellatott
tagokhoz tartozé harom permutacio:

1 2 3] 1 2 3] 1 2 3]
3 2 1] 132 |21 3
Ezek elgjele —1 (rendre 3, 1, 1 darab inverzio).
A 3 x 3-as determinans permutacids képlete
1 2 3 1 2 3 1 2 3
flL 2 3} f2[2 3 1] f3{3 1 2}
1 2 3 1 2 3 1 2 3
f4_[3 2 1} f5_[1 3 2] fﬁ_L 1 3}
sg(f1) = sg(f2) =sg(fs) = +1, sg(fa) =sg(fs) =sg(fe) = —1.

(11022033 + G12023031 1 413021032 —
—a130220a31 — Q11023432 — Q12021033 =
= 58(f1)a17,(1) 021, (2) 035, (3) T 58(f2)a11,(1) G2 1(2) @3 f2(3) T
+58(f3) 1 £5(1) 25 (2)03£5(3) + 58(f1) @15, (1) A2, (2) 031, (3)+
+58(f5)a175(1) 25 (2) 03 55(3) T 58(f6)a176(1)0250(2)@375(3) =

= > sa(farsayazs@)asys) -
fess

Az n X n-es determinans definiciéja

Definicié (F1.2.2. Definicio)

Legyen T'= C,R,Q és M = ((a;;)) € T™*™ egy n x n-es matrix. Ekkor az M
determinénsa legyen

det(M) = fz; sg(f)alf(l)an@) NN anf(n).

n



Példa
Az 5 x 5-0s determinans 5! = 120 tagbol all. Az

ol 234
12 4 5 31
permutécié el§jele +1 (lattuk, hogy 6 inverzi6 van).
Az ehhez tartozo tag +aioa24a35043a51-

FONTOS: e szorzat elGjelét a permutéacié elGjele, és NEM a késébb tanulandé
kifejtésnél definialt sakktablaszabaly adja!

2. A determinans alaptulajdonsagai

A megkivant tulajdonsagok

Tétel (F1.3.1-1.3.6 és F2.2.2-2.2.4)
Ha T = C,R,Q, akkor T™*"-en értelmezett determinansra igaz:

(1) Minden oszlopaban linearis.
(2) Ha két oszlop egyenld, akkor a determinans nulla.

(3) Az egységmatrix determinansa 1, s6t fels6 haromszogmatrix determindnsa
a féatlobeli elemek szorzata.

(4) Ha az egyik oszlophoz egy masik oszlop skalarszorosat adjuk, akkor a
determinéns nem véaltozik.

(5) Barmely két oszlop cseréjekor elGjelet valt.

(6) Transzponalt determindnsa ugyanaz, mint az eredetié (igy az oszlopokra
kimondott tulajdonsagok sorokra is igazak).

(7) det(MN) = det(M) det(N) barmely két matrixra.

(8) Egy matrix akkor invertalhatd, ha determinansa nem nulla.

A skalarszoros-tartas
Legyen T'= C,R,Q és M = ((a;5)) € T™*™ egy n X n-es matrix.

Ekkor det(M) = Z sg(f)alf(l)a2f(2) <o Qpf(n).
fE€Sn
Skalarszoros-tartas (F1.3.1/I1I)
Az egyszertibb jelolés kedvéért az elsé sort szorozzuk A-val.
Azaz a1 helyére Aaq; keril.
A fenti Gsszegben minden tag els§ tényezGje ai; alakt alkalmas j-re, és tobb
tényez6 a determindns elsé sorabol nincs. Ezért az 4j determindnsban minden

tag A-val szorzodik. Igy a teljes Gsszeg, azaz a determinans is A-val szorzodik.
O

Ugyanez lesz, ha barmelyik oszlopot vagy sort szorozzuk A-val, mert az dsszeg
mindegyik tagjaban minden sorbdl és oszlopbdl pontosan egy tényezd van.



Az Osszegtartas
Legyen T'= C,R,Q és M = ((a;5)) € T™*™ egy n X n-es matrix.
Ekkor det(M) = Z sg(f)alf(l)a2f(2) <o Qpf(n)-

feSn

Osszegtartas (F1.3.2)

Az egyszertibb jelolés kedvéért az els§ sort bontsuk Gsszegre.

Azaz Qayj helyére blj + C1j keriil. Ekkor

A1f(1)02£(2) -+ - Anf(n) = b1F(1)02£(2) - - Anf(n) FCLF(1)B2£(2) - - - Onf(n)- 18Y az ere-
deti determinéns is két determinéns 6sszegére bomlik, melyekben az els6 sorban
by, illetve cy; szerepel. O

Ugyanez torténik, ha barmelyik masik oszlopot vagy sort bontjuk Gsszegre.
HF: 3 x 3-asra részletezni ezt a bizonyitast.

3 x 3-as fels6 haromszégmatrix

11022033 + A12023031 + A13021032—
—a13G22G31 — (11023032 — 12021433

Felsé haromszogmatrix

a11  aiz2 a13

a1 Q22 a23

asl a3z as3
fels6 haromszogmaétrix, ha as; = az; = aze = 0. Ezért a fenti 0sszeg utolsd 6t
tagja nulla lesz. O

Elemzés
A f6atlo alatti elemek azok, ahol a sorindex nagyobb, mint az oszlopindex,
azaz a;;, ahol ¢ > j.

A megmaradé tag az identikus permutdciohoz tartozik.

Altalanos felsé haromszogmatrix

Ha a nézétér egy soraban 1-t6l 20-ig szamoztak a székeket, akkor hanyféleképpen
iilhetnek le a néz6k tgy, hogy mindenki legalabb olyan szamiu széken iiljén, mint
ahovi a jegye szol?

Csak egyféleképpen: ha mindenki a sajdt helyén il.
Mert: Akinek a 20. székre szol a jegye, az csak ott tilhet. Akinek a 19.-re sz0l,
az nem ilhet az 20.-on, mert az foglalt. Ezért 6 a 19. széken il. Es igy tovabb.

Fels6 haromszogmatrix determinansa (F1.2.3. Feladat)

Tudjuk: a;; =0, ha i > j. Az ajf1)az(2) - - - Gpy(n) mikor nem 07

Az kell: ¢ < f(i) minden é-re. A fenti miatt f = id.

Tehét a determinéns sg(id )ajiass . . . any,. Mivel sg(id) = 1, ez tényleg a f6atlo-
beli elemek szorzata. O



3 x 3-as: két oszlop egyenlGsége

11022033 + A12023031 + A13021032—
—a13G22G31 — (11023032 — 12021433

A masodik és a harmadik oszlop egyenlGsége
ail a2 aig
az1 G2 A23
31 azz ass
Ez azt jelenti, hogy a12 = a3, ase = ass, azs = ass.
Altalanosabban: a;s = a;3 mindegyik i-re. A fenti Gsszeg tagjai kiejtik egymast,
mert a11022033 = 411023032, G12023031 = 013022031, 413021032 = A12021033-
Az eldjelezés arra vald, hogy dltaldban is minden igy kiessen.

Két sor egyenlgsége (F1.3.3)

det(M) = > sg(f)aip)a2s@) - nfn)-
fES

Tegyiik fol, hogy az i-edik és a j-edik sor egyenlS. Tehat a;;, = aj, minden
1 <k <n esetén.
A1) -+ Qif(@) -+ - AjfQ) -+ - Anf(n) = A1) -+ - Qif(i) - - - Qif(j) - - - Anf(n)>
mert a;f(iy = ajf(i) € ajf(j) = aif(j)-
A1f() -+ Ajf @) -+~ Qif(5) - - Anf(n) = Q1) - - - Fif(§) - - - AGf (i) - - - Anf(n)
(megcseréltiik a szorzat i-edik és j-edik tényezdjét). Az els6 indexek sorban
vannak, a masodikak permutaciéja g.
Ekkor g(i) = f(j), 9(j) = f(i) és () = f(£), ha £ # i,j. Ezért g = f o (i,j).
Azaz sg(g) = sg(f)sg((i, 7)) = —sg(f).
Tehat a sarga és kék tagok kiejtik egymast. Lattuk: ez a megfeleltetés parokba
allitja a tagokat, mert (f o (4, 7)) o (i,7) = f. Tehat minden tag kiesik. O

3 x 3-as: a transzponalt determinansa

M = ((aij)) = a11a22a33 + 12023031 + A13021a32—
—a13a22031 — 411023032 — 412021033 -
T
M?* = ((bij)) = bi1ba2bss + bi2bagbzi + bi3ba1bsa—

—b13b22b31 — b11b23b32 — b12bo1b33 .

Transzponélasnal az indexeket meg kell cserélni: b;; = aj;.

b11b22b33z = a11a22033.

b12ba3ba1 = azia32a13 = aizagiase. ElGjel: +1.

b13ba1b32 = azia12a23 = ai2ag3az;. ElGjel: +1.

b13ba2b31 = azias2a13 = aizazeasz;. ElGjel: —1.

b11b23b3a = a11a23032 = aijaszaze. ElGjel: —1.

b12b21b32 — 21012033 = A120210433- E16J61 —1. O



3 x 3-as: a transzponaltbeli permutaciok
bi2b23bs1 = a13a21a32.

1 2 3 1 2 3 o ‘
= [2 3 1} 9= {3 2}. Ezek egymas inverzei.

b13baobs1 = a13a220a31.

f= [1 2 3} =g= [1 2 3} . Ezek is egymas inverzei.

—_

3 2 1 3 2 1
Az Gsszes tObbi tagnél is inverz permutéciokat kapunk.

A transzponalt determinansa (F1.3.6)

M = ((ai;)) = det(M) = 2; S8(9)a1g(1)a2g(2) - - - Ang(n)-
gE n

MT = ((bi;)) = det(MT) = f% s&(f)brrybas2) - busin)-

€Sy,
Transzponélasnal az indexeket meg kell cserélni: bj; = a;;.
brpbes(2) - -bngm) = arayas@z2- - Afmyn:
Rakjuk sorba az els6 index szerint e szorzat tényezGit:
Ar)1af2)2---Af(n)n = 21g9(1)@29(2) - - - Eng(n)-
A bj; = a;; akkor szerepel a sarga szorzatban, ha i = f(j). Az a;; akkor szerepel
a kék szorzatban, ha g(i) = j. A séarga és kék szorzatok tényezsi ugyanazok.
Ezért i = f(j) <= g(i) = j. Ez azt jelenti, hogy g = f~'.
Tehat a det(MT)-ban szerepls, f € S,-hez tartozo tag megegyezik a det(M)-
beli g = f~1 € S,-hez tartozé taggal. Mivel sg(f~!) = sg(f), ezért a két tag
elGjele is ugyanaz. Az f < f~! kolcsondsen egyértelmit megfeleltetés S,-en. [

3. Osszefoglald

A 16. eléadashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak
A determinéns definicioja (F1.2.2).

Tételek
A determinéns tulajdonsigainak bizonyitasa: linearitas (F1.3.1-2), fels¢ ha-
romszogmatrix (F1.3.3), két sor egyenlésége (F1.3.3), transzponalt (F1.3.3).

cibhoz tartoznak.



