1. A permutaci6é fogalma

A permutacié mint dtrendezés

Ha van n targyunk, akkor ezeket
nl=1-2-...-(n=1)-n =]]4
i=1

i=
kiilonb6z6 moédon tudjuk sorba rakni. Az itt szerepls n! szam neve: n faktoridlis.

Permutalas
alma, szilva, barack
Ilyen sorrend 3! = 6-féle van. Atrendezhetjiik igy:
barack, alma, szilva
Osszesen 3! = 6-féle atrendezés lehetséges. Az atrendezés egy f fiigguény:
f(alma) = barack, f(szilva) = alma, f(barack) = szilva.
Az f(z) az x helyére tett targy. Az f kolcsonidsen egyértelmd.

A permutacié mint bijekcio

Definicié (K4.2.1)

Legyen X (rendszerint véges) halmaz. Az X halmazt onmagéra képezd kol-
csonosen egyértelmi fliggvényeket az X halmaz permutdcidinak neveziik. Ezek
Osszességét Sy jeloli. Rovid jelolés: S, az {1,2,...,n} Osszes permutécidinak a
halmaza. Tehat az S,, elemszama n!.

1 2 3 4
f= [2 4 3 1]
azt jelenti, hogy f(1) = 2, f(2) = 4, f(3) = 3, f(4) = 1. Mindkét sorban

felsoroljuk az X halmaz Osszes elemét. Az f fliggvény a fels6 sor minden elemét
az alatta lévébe képzi.

A permutacidk jel6lése

Kompozicio

Definicié (K2.2.3)

Az f és g fuggvények kompozicidja az az f o g fliggvény, melyre

(fo9)(z) = f(g(x)) minden z-re g értelmezési tartomanyabol. Tehét el6szor
g-t, azutan f-et alkalmazzuk.

Analizisben a neve dsszetett fiigguény: ha f(x) = sinz, g(z) = 22,
akkor (f o g)(x) = sin(z?) és (g o f)(x) = sin?(z)(= (sinz)?).
Altalaban f o g # go f (a kompozici6 miivelete nem kommutativ).

Tétel (K2.2.4. Gyakorlat)
A kompozici6 asszociativ: fo(goh) = (fog)oh.

12 3 4 1
f:{2431} 9:[3

Peldiul (f o g)(4) = f(9(1)) = f(2) = 4.
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Transzpozicid

Definicié (K4.2.6)

Legyen X halmaz és ¢ # y € X. Az x és y cseréje az az f = (x,y)-nal
jelolt permutéacio, amely az x-et y-ba, az y-t xz-be viszi, a X tobbi elemét pedig
fixen hagyja, azaz sajat magaba képzi. Az ilyen permutéciokat cserének vagy
transzpozicionak hivjuk.

Példa
1 2 3

(1’2>:{2 1 3} & (2’3):[} g ;’]

(1,2)0(2,3): 1 =12, 233, 3—2— 1.
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Minden permutéacié cserék szorzata

Elnevezés (K2.2.3)

sal jeloljik.

Tétel (K4.2.5)

Minden permutacioé cserék (transzpoziciok) szorzata.

Bizonyitas

Ha a legbaloldali helyen nem az a targy van, ami odavald, akkor odacseréljitk

azt, ami odaval6. Ezutan a balrol masodik helyre cseréljiik oda azt, ami odavalo.
Az eljarast folytatva minden targy a helyére keriil. O

A sziikséges cserék szama a legrosszabb esetben is eggyel kevesebb, mint a tar-
gyak szama.

Példak cserék szorzatara

Példa

2 4 5 1 3
f= (375)(174)(1a2)

f= [1 2.3 4 5} elsallitasa cserék szorzataként:

1 2 3 4 5
21 3 45
2 4 3 15
2 4 5 1 3
De f = (1,2)(2,4)(3,5) = (1,5)(1,4)(3,5)(1,2)(3,4) is igaz. Azaz f tobbféle-

képpen is felirhatd cserék szorzataként.

Tétel (v6. K 155-156. oldal)
Nem fordulhat el6, hogy egy permutéacié paratlan sok és paros sok csere szorza-
taként is felirhato.



2. Permutacié elGjele

Az inverzi6 fogalma

Definicié (K 156. oldal, F1.1.1)

Legyen f € S, egy permutacio és 1 < i < j < n. Ha f(i) > f(j), akkor
azt mondjuk, hogy ezek inverzidban dllnak. Ha f(i) < f(j), akkor nem allnak
inverzioban.

Példa
fo 1 2 3 4 5
12 4 5 31
Az also sor <;) parja: 24, 25, 23, 21, 45, 43, 41, 53, 51, 31.

Inverzio: 21,43,41,53,51,31. Nem inverzio: 24,25,23,45. Az inverzidk szama
tehat 6.

n
Az S, egy permutacidjanak maximum <2> inverzidja lehet.

Permutéaci6 elGjele

Definicié (K4.2.13, F1.1.2)

Az f permutécio pdros, ha az inverziok széma paros.
Ekkor az f eldjele +1. Jelolés: sg(f) = 1.

Az f permutéacio pdratlan, ha az inverziok szama péaratlan.
Ekkor az f eldjele —1. Jeloles: sg(f) = —1.

Vagyis ha az inverziok szama J, akkor sg(f) = (—1)7.

Az elGjelek szorzastétele (K4.2.9)
Ha f,g € Sy, akkor sg(fg) = sg(f)sg(g). Biz: a kovetkezd dian.

Allitas (K4.2.12)

Minden transzpozicié elGjele —1. Biz: késSbb.

Ezért a paros permutaciok paros sok csere, a paratlan permutaciok paratlan sok
csere szorzataként kaphatok.

A szorzastétel bizonyitasa

Legyen P(z1,...,2n) = [[,;(z: — 2;) és f,g € Sh.
Allitas
P(xp1y, - Tpm)) = s8(f)P(x1,. .., 2n).
Bizonyitas: Ha ¢ és j inverzioban all, azaz ¢ < j de f(i) > f(j), akkor a balol-
dalon 1&v6 x¢(;) — ws(;) helyére irjunk x ¢y — z¢;)-t. Ez egy elGjelvaltassal jar,
Osszesen annyiszor valtunk elGjelet, ahany inverzié f-ben van. Ezért az elGje-

lek szorzata sg(f). A cserék utdn minden baloldalon all6 kiilénbségben mar a
kisebb indexd x; all eldl, ezért P(xq,...,z,) adodik. O



Ha y; := x;, akkor T(tog)(s) = Yg(i), €261t az Allitas miatt

P((fog)(1)s -+ > T(fog)(m)) = 58I P (Y1, -, Yn)-

Ismét az Allitas miatt ez sg(g)sg(f)P(z1,...,x,). Masrészt

P(x(fog)(l), cos X (fogyn)) = SE(fog)P(x1,...,2y).

lgy sg(f o g) = sg(g)sg(f)- 0

Permutacié inverze

Definici6é (K2.2.11)

Az identikus permutécié minden elemet helyben hagy (vagyis nem valtoztat a
sorrenden). Jele: id. Tehat id(z) = z. Az f permutaci6 inverze az a g = f~*
permutaci6, amely visszacsinalja, amit f elvégzett: g(f(z)) =z = f(g(z)).
Allitas (K4.2.11)

1) Tetszbleges f permutaciora ido f = foid = f.

2) Az identitasban nulla darab inverzi6 van, igy elGjele +1.

3) Tetszoleges f permutéciora fo f~! = f~lo f = id.

(1)
(2)
3)
(4)

4) TetszSleges f permutaciora sg(f 1) = sg(f).

Bizonyitas: (1)-(3) nyilvanvalo. A (4) a szorzastételbdl kovetkezik:
sg(f)sg(f 1) = sg(ff 1) = sglid) = 1.

Csere elGjele
Allitas
Az (1,2) cserében csak a 21 inverzié van, igy elGjele —1. O
Allitas (K4.2.12)
Altalaban, az (i,7) csere elGjele is —1.
Bizonyitas
Legyen g egy olyan permutéci, ami az 1-et i-be, a 2-t j-be viszi, a tobbi helyen
pedig az értéke tetszéleges. Ekkor
go(1,2)og™t = (i,5).
Valoban: i — 1 +— 2+ j, hiszen ¢g(1) = . Hasonloan j — i.
Végiil ha k # 14, j, akkor k — g~ (k) — g7 (k) — k.
A szorzastétel miatt sg((z’,j)) = sg(g o(1,2)0 g’l) =
=sg(9)se((1,2))se(9™") = (-1)sg(g)se(g™!) = L. O



A péaros permutaciok szama

Allitas (K4.2.16)
Ha n > 2, akkor S,,-ben a paros és paratlan permutéciok szama egyarant n!/2.

Bizonyitas

Elég: ugyanannyi paros és paratlan permutécié van. Megadunk koztiik egy kol-
csOnosen egyértelmt megfeleltetést. Ez az f-hez f o (1,2)-t rendel. Mivel (1,2)
paratlan, az elGjelek szorzastétele miatt paros permutécidhoz paratlant, parat-
lanhoz péarosat rendel. Kélcsdndsen egyértelmd, mert énmagdnak az inverze:
(f o (1,2)) o(l,2)=fo ((1,2) o (1,2)) = foid = f, azaz ha kétszer csinaljuk,
visszakapjuk az eredeti f-et. O

Ugyanez (1,2) helyett minden (i, j)-re megy.

Ciklusfelbontas

Definicié (K4.2.17)

Legyen X halmaz és z1,29,23,...,25—1,2; € X.

Ekkor (x1,2,23,...,Tk_1,%)) az a permutacio, amelynél

Tl Tt T3 — ...~ Tp—1H— T — T,
és X tobbi eleme a helyén (fixen) marad. Neve: ciklus, melynek hossza k.
Diszjunkt ciklusok: nincs kozos elemiik.

Tétel (4.2.21. és 4.2.22, gyakorlaton)
Ha X véges halmaz, akkor minden Sx-beli permutéci6 a sorrendtél eltekintve
egyértelmtien felirhaté paronként diszjunkt ciklusok szorzataként.

12 3 45 6 7 8 9

Pelda: 1) 1 g 7 9 6 5 8 3

= (14752)(39).

Az elGjel kiszamitasa

Kovetkezmény (K4.2.24)

Paros hosszi ciklus paratlan permutacié, paratlan hosszu ciklus paros permu-
tacio. Egy permutécié pontosan akkor paratlan, ha ciklusfelbontasaban a pdros
hosszi ciklusok szama pdratlan.

Bizonyitas

HFE: (z1...21) = (x122)(2223) . . . (Tp—22k—1) (Tr—12k).

Azaz egy k hossza ciklus £ — 1 darab transzpozicié szorzata. Hasznaljuk f6l,
hogy sg(fg) = sg(f)sg(g)- Cl

Gyakorlat (4.8.14), HF
Ha f € S,, akkor f(zy...2x)f "' =(f(21)... f(zx)), igy ha g € S,, akkor g és
fgf~! ugyanannyi, ugyanolyan hosszut ciklusbol all.



3. Osszefoglalo

A 15. el6adashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak (K4.2. szakasz, F1. fejezet)

Permutécio (K4.2.1), kompozicio (K2.2.3), id, inverz (K2.2.11), transzpozicio
(K2.4.6). Inverzio (K156. oldal, F1.1.1), permutacio elGjele (K4.2.13, F1.1.2).
Ciklus, ciklusfelbontas (K4.2.17).

Tételek (K4.2. szakasz, F1. fejezet)
Minden permutaci6 transzpoziciok szorzata (K4.2.5). A permutaciok szorzasté-
tele (K4.2.9). Az inverz permutacio el6jele. Transzpozicio elGjele (K4.2.12).

A paros permutéciok szama (K4.2.16). A ciklusfelbontés létezése és kiszamitasa
(K4.2.21-22). Az elgjel leolvasasa a ciklusfelbontésrol (K4.2.24).



