1. A kétszer kettes determinans

A 2 x 2-es matrix determinansa

Definicio
Ha M = {Z 2] , akkor det(M) = ad — bc az M determindnsa.
Lemma

det(MN) = det(M) det(N).

Bizonyitas

_la ¢ _|d _ad +c ad +cd
M_{b d}N_[b’ d’]’MN_{ba’—&—db’ b + dd'|

det(MN) = (ad’ + V') (b’ + dd') — (ac’ + ¢d')(ba’ + db').
det(M) det(N) = (ad — be)(a'd — b'¢).
HF': Mindkett6 aa’dd’ — ac’db’ — ed'ba’ + cb'bc’. O

Amikor nincs inverz
Lattuk korabban

1 _
Ha ad — bc # 0, akkor M = [Z ccl] inverze e {Z c].

a

Allitas: Ha det(M) = ad — be = 0, akkor M-nek nincs inverze.

A tétel bizonyitasanak befejezése
Tegyiik f6l, hogy M-nek van inverze: M N = Fj.
Ekkor a lemma miatt det(M) det(N) = det(FE»).

Ey = [é ﬂ, ennek determindnsa 1-1—-0-0=1#0.

Ezért det(M) sem lehet nulla. O

A determinans linearis

Allitas / /
at+a c| a c a c
det [b+b’ d] = det [b d] + det {b’ d}

Ab d b d

Azaz a determinans az els§ oszlopaban linedris (6sszegtartd, és skalarszoros-
tarto). Ez a két tulajdonség a masodik oszlopra, és mindkét sorra is érvényes.

det [)\a C] = Adet [a C] minden A skalérra.

Bizonyitas
! !/
e A T E e A R
(a+d)d— (b+V)c, illetve (ad — be) + (a’d — b'c). Ezek egyenlsk.
A skalarszoros-tartas bizonyitasa hasonlo. O



Oszlopok egyenlGsége
Allitas
Ha a métrix két oszlopa egyenld, akkor a determindns nulla.

Bizonyitas

det[z Z]:ab—bazo. O

Definicio
Az M felsé hdaromszégmdtriz, ha a f64tlo alatt csupa nulla all.

det [8 Z} = ad — 0b = ad, azaz fels§ haromszogmatrix determinansa a {6atlo-

beli elemek szorzata.

A linearitas kovetkezménye

Allitas

Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat hozzdadjuk, akkor
a determinans nem valtozik.

Bizonyitas (ez nagyobb méretd determinansokra is ugyanaz)

Uj jelolés: M = [v,w], ahol v és w a matrix oszlopvektorai.

det[v + A\w, w] = det[v, w] + det[A\w, w], mert az els6 oszlopban a determinans
Osszegtarto. De det[Aw,w] = Adet|w, w], mert a determinéns az els§ oszlopban
skalarszoros-tart6. Végiil det[w, w] = 0, mert a két oszlop egyenld.

Ezért det[v + Aw, w] = detlv, w]. O

Oszlopcsere
Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinéns eldjelet vilt.

Bizonyitas
a c
det [b d} = ad — be.
c a
det [d b} = cb —da = —(ad — bc). O

Masodik bizonyitas (nagyobb meéreti determinénsra is)
det[w, v] = det[w + v, v] = det[w + v,v — (w + v)] =
= det[w + v, —w] = det[v, —w] = — det[v, w]. O

Az els6 oszlophoz hozzaadjuk a méasodikat.
A maésodik oszlopbdl kivonjuk az elsét.

Az els6 oszlophoz hozdadjuk a masodikat.
Kiemeliink —1-et a méasodik oszlopbdl.



A transzponalt determinansa
Allitas
A transzponélt méatrix determinansa ugyanaz, mint az eredetié.

Bizonyitas
a c

det [b d} = ad — be.
a b

det[ }:ad—cb:ad—bc. O
c d

Allitas

Igy abbol, hogy a determinans az oszlopaiban lineéris, szimolds nélkiil kovet-
kezik, hogy a soraiban is az, tovabba hogy sorcserénél is elGjelet valt (lasd a
kovetkezd diat).

Sorcsere
Allitas
Sorcserénél a determinéns elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti métrix, N a sorcserével kapott matrix. Ekkor N7 oszlop-
cserével kaphato MT-bol. Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinéns eléjelet
vélt, azaz det(M7T) = —det(NT). Belattuk, hogy transzponélaskor a determi-
nans nem valtozik, azaz det(M7T) = det(M) és det(NT) = det(N).

Ezért det(N) = det(NT) = —det(M7T) = — det(M). O

HF: Hasonléan lassuk be, hogy a determinans mindegyik sordban lineéris, to-
vabba, hogy ha az egyik sorhoz a masik sor skalarszorosat adjuk, akkor a deter-
minans nem valtozik.

2. A haromszor hiarmas determinans

A megkivant tulajdonsagok

Tétel
3 x 3-as matrix determinénsa is definidlhat6 gy, hogy

(1) Minden oszlopaban linearis.
(2) Ha két oszlop egyenls, akkor a determinéans nulla.

(3) Az egységmatrix determinansa 1, s6t fels6 haromszégmatrix determindnsa
a féatlobeli elemek szorzata.

(4) Ha az egyik oszlophoz egy maésik oszlop skalarszorosat adjuk, akkor a
determinédns nem véltozik.



(5) Két oszlop cseréjekor elGjelet valt.

(6) Transzponalt determindnsa ugyanaz, mint az eredetié (igy az oszlopokra
kimondott tulajdonsagok sorokra is igazak).

(7) det(MN) = det(M) det(N).

(8) Egy matrix akkor invertalhato, ha determindnsa nem nulla.

A Sarrus-szabaly

Tétel

Ha T =C,R,Q és M = ((ai;)) € T3*3, akkor legyen det(M) =
= (11022033 + 12023031 + G13021032—
—a13G22031 — 411023032 — @12021A33.

Ez teljesiti az el6z6 tételben megkivant tulajdonsagokat.

Sarrus-szabaly

aipz a2 ai3| aix a2 aix a2 aiz| a1 A2
G21 QG22 A23| G21 A22 Q21 Ag22 G23| Q21 Q22
a31 a32 azz| az1 aA3z2 as; asz G33| as1 Aas2

Lemésoljuk az elsé két oszlopot a métrix jobb oldalara. A harom fgatloval par-
huzamos egyenesen levd szamokat Gsszeszorozzuk, és ezek Gsszegébdl kivonjuk
a harom mellékatloval parhuzamos egyenesen 1év§ szamok szorzatat.

3. Az altalanos determinans

A megkivant tulajdonsagok

Tétel (F1.3.1-1.3.6 és F2.2.2-2.2.4)
Ha T = C,R,Q, akkor T"*"-en értelmezhets a determinans, mely

(1) Minden oszlopaban linearis.
(2) Ha két oszlop egyenld, akkor a determinans nulla.

(3) Az egységmatrix determinansa 1, s6t fels6 haromszogmatrix determindnsa
a féatlobeli elemek szorzata.

(4) Ha az egyik oszlophoz egy maésik oszlop skalarszorosat adjuk, akkor a
determinédns nem véltozik.

(5) Barmely két oszlop cseréjekor el6jelet valt.

(6) Transzponalt determindnsa ugyanaz, mint az eredetié (igy az oszlopokra
kimondott tulajdonsagok sorokra is igazak).

(7) det(MN) = det(M)det(N) barmely két matrixra.

(8) Egy matrix akkor invertalhato, ha determindnsa nem nulla.



A bizonyitas stratégiaja

Emlékeztets 3 x 3-ra
11022033 + G12023031 + A13021032—
—a13G22031 — @110A23G032 — #12021033.

Definicio
Ha M = ((a;;)) € T™*", akkor det(M) szintén az M elemeibdl készitett bizo-
nyos szorzatok elGjeles osszege. A képlet kés6bb, permutdcidk eldjelének felhasz-
nalasaval.

Az (1) és (2) tulajdonséghodl a (4) és az (5) sz6 szerint ugyanigy kovetkezik,
mint az n = 2 esetben (HF).
A (3) és (6) kozvetleniil leolvashato lesz a képlethdl.

A (7) szorzattartési tulajdonsagot, valamint az inverz matrix létezésének (8)
kérdését is késébb vizsgaljuk.

A determinans kiszamitasa

Eljaras
Végezziink a matrixon modositott Gauss-eliminéciot:

e Keresiink egy nem nulla elemet.

e Sor- vagy oszlopcserével a fGatloba tessziik (és kozben foljegyezziik, hogy
hanyszor véltottunk elGjelet).

e Bekarikazzuk, majd kinullazzuk az alatta 1évS elemeket (de a karikazott
elemet nem valtoztatjuk 1-re).

e Ezt a harom lépést ismételjiik amig lehet, a karikdzandé szdmot mindig
1j sorbodl és oszlopbdl vélasztva.

e Ha az eljards azel6tt megdll, hogy a f6atl6 minden elemén karika van,
akkor a determinans nulla.

e Ellenkez6 esetben fels§ haromszégmatrixot kapunk, melynek determinansa
a féatloban allo elemek szorzata.



Példa eliminaciéra

Példa

Karikizas helyett a megfelel6 szdmok piros szintek.

0 1 2 1 0 2 1 0 2 10 2

3 4 5/=—-4 3 5|=—-/0 3 =3|=-]0 3 —-3|=-3
6 7 9 7 6 9 0 6 —5 0 0 1

Az els6 két oszlopot megcseréljiik.

A miésodik sorbol kivonjuk az elsg sor 4-szeresét.

A harmadik sorbél kivonjuk az elsé sor 7-szeresét.

A harmadik sorb6l kivonjuk a mésodik sor 2-szeresét.

Az eredmény a {Gatlobeli elemek szorzata.

Példa

0 1 2 1 0 2 1 0 2 10 2

3 4 5/=—4 3 5|=—-10 3 =3=—-10 3 =3|=0
6 7 8 7 6 8 0 6 —6 0 0 0

Az els6 két oszlopot megcseréljiik.

A masodik sorbél kivonjuk az elsé sor 4-szeresét.

A harmadik sorbdl kivonjuk az elsé sor 7-szeresét.

A harmadik sorbdl kivonjuk a méasodik sor 2-szeresét.

HEF: Ha egy sor vagy oszlop nulla, akkor a determinans nulla.
Az utolsé sor nulla, igy a determinéns is nulla.

Az utolsé sor a masodik sor 2-szerese minusz az elsG sor.

4. Osszefoglal6

A 14. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak
A 2 x 2-es és 3 x 3-as determindns.

Tételek (F1.3.1-6. és F2.2.2-4.)

A determinans alaptulajdonsagai: sorban és oszlopban linearis; ha két oszlop
(sor) egyenls, akkor a determinans nulla; ha egy oszlophoz egy maésik skalarszo-
rosat adjuk, akkor nem véltozik; oszlopcserénél elGjelet valt; fels6 haromszog-
matrix, transzpondlt, szorzat determinansa; inverz létezése.



