1. Szamelméleti fiiggvények

Multiplikativ szamelméleti fiiggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szdmelméleti fligguény: a pozitiv egészeken értelmezett, komplex értékd f flige-
vény. Az f totdlisan multiplikativ, ha minden a, b-re f(ab) = f(a)f(b).
Multiplikativ, ha ezt csak (a,b) = 1 esetén tessziik fol.

Az Euler-fiiggvényrol belattuk, hogy multiplikativ (FGy2.3.1).

Az osztok szamat megado d(n) fiiggvény is multiplikativ.

Valoban, ha (a,b) = 1, akkor a kanonikus alakjuk felirhat6 igy: a = p{* ... pSn»
ésb=gq)"...q0m, ahol mindegyik p; kiilonbdzik mindegyik g;-t6l. Igy ab kano-
nikus alakja p{* .. .p%"qlﬁ1 gl

A d(n) mar igazolt képletét hasznélva (FGyl1.6.3): d(a) = (a1 +1) ... (an+1) és
d(b) = (B1+1) ... (Bm+1), végiil d(ab) = (a1+1) ... (an+1)(B1+1) ... (Bn+1).
Lathatjuk, hogy tényleg d(ab) = d(a)d(b). O

Az osztok Gsszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)
Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Osszegét. Ha n kanonikus alakja
a;+1
T ;" -1 . R T
pit .. .pdr, akkor o(n) =[],_; pzil A o(n) fiiggvény multiplikativ.
pi —
Tanultuk, hogy n oszt6i egyértelmtien irhatok pf L. ..pPr alakba,
ahol 0 < ; < a; minden 1 < ¢ < r esetén. Ezeknek az Osszege
[T (L +pi +p? + ...+ pf) (ellendrizziik r = 2-re).
A mértani sor Osszegképletét alkalmazva belattuk az allitast.
A multiplikativitas bizonyitasa d(n)-éhez hasonlo. O

HF: Mutassuk meg, hogy ha (a,b) = 1, akkor ab minden (pozitiv) osztoja
egyértelmten irhat6 cd alakban, ahol ¢ | a és b | d. Vezessiik le ebbdl is, hogy
d(n) és o(n) multiplikativ.

Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)
Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n Snmagétol kiillonbozs (azaz valodi) osztéinak
Osszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor pdros tokéletes szam, ha n = 2P~1(2P — 1) alakban ifrhato,
ahol p is, 2P — 1 is prim. (PL 6, 28, 496, 8128.)

Belatjuk, hogy ha 2™ — 1 prim, akkor m is az. Valéban, ha m = ab, akkor
200 1 = (2%)® — 1 oszthato 2% — 1-gyel. Ezért vagy 2 —1 =1, és igy a = 1,
vagy 2 — 1 =2% — 1 és akkor b = 1. O



A 2P — 1 alakt primeket Mersenne-primeknek nevezziik (FGyb5.2). Nem ismert,
hogy van-e végtelen sok ilyen prim. A legnagyobb ismert primek Mersenne-
primek, mert viszonylag gyors ellenérizni, hogy 2P — 1 prim-e (Lucas-Lehmer
teszt, FGyb5.2.4).

A tokéletes szamokrol szolo tétel bizonyitasa

HEF ellendrizni, hogy az ilyen alaki szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2*t paros tokéletes, ahol ¢ mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%,¢) = 1,
ezért o(n) = o(2F)o(t) = (28! — 1)a(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 281t Vagyis 281t = (281 — 1)o(¢).
Atrendezve (211 —1)(o(t) — t) = t.

Itt 281 — 1 > 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) —t) < ¢ valodi osztoja t-nek.
De d +t = o(t), igy t-nek nincs tobb osztdja. Ez csak ugy lehet, hogy ¢ prim
és d = 1, vagyis 21 — 1 = ¢. Lattuk, hogy ekkor p = k + 1 is prim. Igy veégiil
n = 2F(2FF1 — 1). Ezért a tételben megadott elsallitast kapjuk. O
Megoldatlan probléma, hogy van-e pératlan tokéletes szam. Ha van, akkor
nagyobb, mint 10'°%°, és legalabb 100 prim szorzata.

Fermat-primek

Fermat-primnek nevezzik a 2™ 4 1 alaka primeket (FGy5.2).

Itt m sziikségképpen 2-hatvany.

Valéban, ha nem igy lenne, akkor m-nek volna egy paratlan p primosztdja. Ha
m = pd, akkor az a+b | a®*T14+b2k*+1 oszthatosag miatt 29 +1 | 2™ +1 4llna. O
A 22" +1 szém prim, ha 0 < k < 4, de 641 | 232 + 1 nem az. Nem tudjuk, van-e
tobb Fermat-prim. Ha van, az legalabb 22 4 1,

F, = 22" + 1 pontosan akkor prim, ha 3»=1/2 = _1 (F,) (Pepin-teszt,
FGy5.2.2). Pl 32" =812 = (—4)2 = —1 (17).

Gauss tétele (K6.8.11)

Szabéalyos n-szog akkor és csak akkor szerkeszthets korzével és vonalzoval, ha

p(n) 2-hatvéany, azaz ha n elGall egy 2-hatvéany, és paronként kiilonbozé Fermat-
primek szorzataként.

HF': Lassuk be, hogy ha ¢(n) 2-hatvany, akkor n ilyen alakd.

2. Primtesztek

Alprimek

Szamok szorzatra bontasara nem tudunk gyors algoritmust. Hogyan dénthetd
el mégis, hogy egy szam primszam-e?

A kis-Fermat-tételbsl adodik az alabbi teszt.

Han > 2 és 21 #£1 (n), akkor n Osszetett.



Definicié (FGy5.7)
Az n szam dlprim (vagy pszeudoprim), ha 2"~1 =1 (n), de n mégis Ssszetett.

A 2000-nél kisebbek: 341,561, 645,1105,1387,1729,1905. Az alprimek szama
elhanyagolhat6 a primek szamahoz képest. Pl. 10'0-ig csak 14887 &lprim van,
mig primszdmbol tobb, mint 455 millio. Ezért ha 2"~! = 1 (n), akkor n nagy
valdszinidséggel Osszetett (nem determinisztikus teszt).

Ismételt négyzetre emelés

Hogyan tudjuk 2"~ ! maradékat kiszamitani mod n? Mindig szorzunk 2-vel, és
redukdlunk mod n. Ha a kitevs 2%, akkor gyorsabb k-szor négyzetre emelni.
Otlet: irjuk fel a kitevét 2-es szamrendszerben.

Példa
Legyen n = 341, a 340 a kettes szémrendszerbgzn 1(210106100.8
Azaz 340 = 22 + 2% + 26 4 28, Egzért 2340 = 227 . 9227 . 227 . 227,

Ismételt négyzetre emeléssel 22" = 16, 22" = 162 = 256,

22" — 2562 = 64 (341), 22" =642 =4 (341),

22" = 42 = 16 (341), 22" = 162 = 256 (341),

22" = 2562 = 64 (341).

Osszeszorozva 2310 = 16 - 64 - 16 - 64 = 1 (341).

Mivel 341 = 11 - 31, ezért 341 tényleg &lprim.

Megjegyezziik, hogy 2 hatvanyai 10-esével periodikusak mod 341.

Determinisztikus primteszt

Miller-Lenstra-Rabin teszt (FGy5.7.5)

Legyen n > 1 paratlan, és n — 1 = 287, ahol r paratlan.

Az a”, a®, a*, ..., 6 " = a2 j6 sorozat,

ha a” =1 (n), vagy ha valamelyik tag —1-gyel kongruens mod n.

Ha n prim, akkor n { a esetén jo sorozatot kapunk. Ha n Osszetett, akkor a
sorozatoknak legfeljebb a fele lesz jo, midén a egy teljes maradékrendszert fut
be mod n.

Ha n = 341, akkor 340 = 22 - 85, tehat ha b = a®°, akkor a b és b? szamokat kell
vizsgalni mod 341. A 341-et mar a = 2 ,lebuktatja’ (azaz mutatja, hogy nem
prim): ismételt négyzetre emeléssel b = 2%° = 32 (341), azaz nem 1, viszont
b2 =1 (341), tehat a sorozatban a —1 nem szerepel.

Magyarazat: b2 = 1 (341) miatt 341 | > — 1 = (b+ 1)(b — 1), azaz 341 | 33 - 31,
valojaban 341 = 11 - 31.



3. Az RSA titkosiras

Nyilvanos kulcsua titkosiras

Titkosirds: Egy u iizenet helyett a kodolt valtozatat, c(u)-t kiildjiik.
Dekddolds: Egy d fiiggvény, amelyre d(c(u)) = u.

A c fuggvény nyilvanos, de d kiszamitasara nincs gyors algoritmus.
Rivest—Shamir—Adleman: Hasznaljuk ki, hogy szamok primtényezdékre bontésara
nem ismeriink gyors algoritmust.

Az {lizenet a 0, 1, ..., N — 1 szdmok egyike, N nyilvanos.

Kodolas (RSA séma)
c(u) = u' maradéka N-nel osztva. A t kitevs nyilvanos.

Dekédolas
d(v) = v* maradéka N-nel osztva. Az s kitevs titkos.

Azt szeretnénk, hogy u'® = u (N) teljesiiljon minden u-ra, de s-et nehéz legyen

kiszamitani N-bdl és t-bol.

A kulcsok konstrukcidja

A kis Fermat-tétel altalanositasa

Tegyiik fel, hogy N minden primosztoja kiilonboz6 (azaz N négyzetmentes, nincs
1-nél nagyobb négyzetszam osztoja). Ekkor uF*(N)+! = ¢ (N) teljesiil minden
k egészre.

Elég belatni, hogy ha p primosztéja N-nek, akkor a kongruencia fennall mod p
(mert ezek paronként relativ primek, és szorzatuk N).

Ha N = pM, akkor p(N) = ¢(p)p(M) = (p — 1)p(M). Ezért ha p t u, akkor
ufWN) = (ue@))e(M) = 12(M) — 1 (p).

Ha p | u, akkor u**(M)*1 =4 (p) mindkét oldala 0 mod p. O

FGyb5.8.1: Legyen N = pq, ahol p és ¢ kiilonb6z6 primek.
u'® = u (N) teljesiil, ha ts = 1 + kp(N) (k egész).

Vagyis a kulcs feltoréséhez a ts — ko(N) = 1 diofantikus egyenletet kellene
megoldani. Ehhez ki kell tudni szamitani ¢(N)-et.

Praktikus szempontok
wlpg) =(p—1)(g—1)=pg—p—q+1. Ezért N és ¢(N) ismeretében p és ¢ is
kiszamithato, és igy N faktorizalhato lenne.

N és t kivalasztasa

Nagy primszamokat lehet talalni a primtesztek segitségével. Ugyelni kell, hogy
p és q ne legyen tul kozel egymashoz. (t,o(N)) = 1 sziikséges s létezéséhez.
Titkos: p, q, (N) és s.



Ha A és B akar titkosan kommunikélni, akkor mindkettGjiiknek van egy nyilva-
nos és egy titkos kulcsa: t4, sa, tg, sg. Ha A iizen B-nek, akkor a tp kulccsal
kodol, B dekodolja sp-vel.

Digitalis alairas: A az u lizenetbdl nyilvanos algoritmussal készit egy (viszonylag
r6vid) h(u) kodot, ezt kodolja s4-val és elkiildi. B ezt A nyilvanos t 4 kulcséval
tudja dekodolni. Mivel u-t mar megkapta, tudja ellendrizni, hogy h(u) az-e,
amit kapott. Ha igen, tényleg A a kiildg, mert ismernie kellett s4-t.

4. Osszefoglalo

A 13. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

(Totalisan) multiplikativ szamelméleti fliggvény (FGy6.1-3).
Tokéletes szam (FGy6.3.1).

Mersenne- és Fermat-prim (FGy5.2). Alprim (FGy5.7).

Tételek

Az osztok Osszegének képlete, ez multiplikativ (FGy6.2.2, 6.2.8).
A paros tokéletes szamok jellemzése (FGy6.3.2).

232 4 1 sszetett. Pepin-teszt (FGy5.2.2).

Szabalyos sokszogek szerkeszthetdsége (K6.8.11, NB).
Miller-Lenstra-Rabin teszt (FGy5.7.5, NB).

Az RSA-modszer (FGy5.8.1).



