1. Maradékrendszerek

Teljes maradékrendszer

Definicié (FGy2.2.2)
Ha m > 0 egész, és mindegyik mod m maradékosztalybol kivesziink pontosan 1
szamot, akkor teljes maradékrendszert kapunk mod m.

Peéldaul 0,1,2,3 is, 1,2,3,4 is, —2,—1,0,1 is, 13,26,56,75 is teljes maradék-
rendszer mod 4.
Tétel (FGy2.2.3)

Adott m szam pontosan akkor alkot teljes maradékrendszert mod m, ha paron-
ként inkongruensek mod m.

Valéban, ha paronként inkongruensek, és m darab van, akkor minden maradék-
osztalyba kell, hogy jusson.

Hlusztracio: Tekintsiik a cos(2r;m/n) + isin(2r;7/n) szdmokat,

ahol rq,...,r, € Z. Ezek pontosan akkor soroljék fel az n-edik egységgyokdket,
ha rq,...,r, teljes maradékrendszer mod n.

Osszeadas és szorzas

Tétel (FGy2.2.4)
Legyen 71, ..., 7y, teljes maradékrendszer mod m. Ha (a,m) = 1, és b tetszsle-
ges, akkor ary + b, ..., ar, + bis az.

Mivel ez m szam, elég megmutatni, hogy paronként inkongruensek mod m.
Ez kovetkezik abbdl, hogy minden kongruencia egyszertiisitheté a modulushoz
relativ prim szadmmal. O

Tétel (FGy2.2.5) )
Ha a = b (m), akkor (a,m) = (b,m). Igy ha egy maradékosztaly egy eleme
relativ prim a modulushoz, akkor mindegyik eleme az.

A feltétel szerint b = a + km alkalmas k egészre. Ezért ha ¢ | m, akkor ¢ | a
akkor és csak akkor, ha ¢ | b = a + km. Tehét a és m kozds osztdi ugyanazok,
mint b és m kozos osztoi. O

Redukalt maradékosztaly, Euler-fiiggvény

Definicié (FGy2.2.6)
Egy mod m maradékosztaly redukdlt, ha minden eleme relativ prim az m mo-
dulushoz.

Az el6z6 tétel alapjan ehhez elég, hogy a maradékosztalynak legyen olyan eleme,
ami relativ prim a modulushoz.

Definicié (FGy2.2.7)

A0,1,2,...,m — 1 szadmok koziil az m-hez relativ primek szamat jelolje o(m).
Ez az ugynevezett Euler-fiigguény. Tehat ¢(m) a mod m redukalt maradékosz-
talyok szama.



(6) = 2, mert 0,1,2,3,4,5 koziil csak 1 és 5 relativ prim a 6-hoz.
(10) =4, itt 1, 3, 7 és 9 a megfeleld.

(25) = 20, mert csak 0, 5, 10, 15, 20 nem megfeleld.
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Ha p prim, akkor ¢(p™) =p" — p

Az Euler-fiiggvény multiplikativ

Tétel (K, E.4.4)
Ha (m,n) = 1, akkor ¢(mn) = ¢(m)e(n).

Legyenek ai,...,a,m) @ 0,1,2,...,m — 1 szdmok koziil azok, melyek m-hez
relativ primek, és by, ..., b, ) ugyanez n esetén.

Tekintsiik az {z = a; (m), £ = b; (n)} kongruenciarendszert. A kinai maradék-
tétel miatt ennek egyértelmd megoldasa van 0,1,...,mn — 1 kozott (hiszen ez
teljes maradékrendszer mod mn). Ezt a megoldast jelolje z = f(a;, b;).

Ekkor (x,mn) = 1, mert ha pl. p |  és p | m teljesiilne egy p primre, akkor
z = a; (m) miatt p | (a;,m) =1 is allna. Az (a;,b;) parok szama o(m)p(n),
igy elég belatni, hogy minden mn-hez relativ prim 0 < y < mn — 1 szdmot
pontosan egyszer kapunk meg f(a;,b;) alakban. Ez nyilvanvalo, a megfelels
a; az y szam maradéka m-mel osztva (ellendrizziik, hogy (a;, m) = 1), és b; is
hasonléan kaphato. O

Az Euler-fiiggvény képlete

Ilusztracié
Legyen m =3 ésn =4, tehat a; =1, a2 =2,b; =1, by = 3.
Ekkor f(1,1) = 1, f(1,3) =7, f(2,1) = 5, f(2,3) = 11.

Tétel (FGy2.3.1)

Legyen n kanonikus alakja p1 ...py*, ahol minden kitevd pozitiv.
Ekkor QO(TL) = H1 1(p1 ) - nHz 1( 1/p’b)
Bizonyitas

Mivel p;* paronként relativ primek, az el6z6 tétel miatt k szerinti indukcidval
p(n) = Hle ©(p$"). Ha p prim, akkor 0,...,p" — 1 kdzott p-nek p"~! szamu
tobbszordse van, a tobbi szam pedig p™-hez relativ prim,

igy o(p") =p" —p" L. O

Redukalt maradékrendszer

Definicié (FGy2.2.8)
Ha m > 0 egész, és mindegyik mod m redukalt maradékosztalybol kivesziink
pontosan 1 szdmot, akkor redukdlt maradékrendszert kapunk mod m.

Pl. 1,5,7,11 is, 13, 35,65, 79 is redukalt maradékrendszer mod 12.



Tétel (FGy2.2.9, 2.2.10)

Adott ¢(m) szam pontosan akkor alkot redukalt maradékrendszert mod m, ha
péaronként inkongruensek mod m, és mindegyik relativ prim az m modulushoz.
Legyen 71,...,7,(m) redukdlt maradékrendszer mod m. Ha (a,m) = 1 akkor
ary,...,ary is az.

A bizonyitas hasonl6 a teljes maradékrendszer esetéhez. Azt kell még ellendrizni,
hogy ar; relativ prim m-hez. O

2. Nevezetes kongruenciatételek

Az Euler—Fermat-tétel

Euler—Fermat-tétel (FGy 2.4.1)
Ha (a,m) = 1, akkor a®*(™ =1 (m).

A bizonyitashoz vegyiink egy 1, ..., 7,(y) redukalt maradékrendszert. Az el6z6
tétel szerint ary,...,ar,(y) is az, igy minden i-hez egyértelmien van olyan j,

hogy ar; = r; (m). Ha ezt a ¢(m) kongruenciat dsszeszorozzuk, akkor mindegyik
ri-vel szabad egyszertsiteni, hiszen (r;,m) = 1. A bal oldalon a?(™) marad, a
jobb oldalon 1. O

Kis Fermat-Tétel (FGy 2.4.2)
Ha p prim, akkor minden a egészre a? = a (p).

Az Euler-Fermat-tétel miatt a?~! = 1, ha (a,p) = 1, hiszen p(p) = p — 1. De
ha (a,p) # 1, akkor p | a, ezért a? = a (p) ekkor is teljesiil. O

Wilson tétele

Ha ab =1 (m), akkor a és b egymas inverzei mod m.

Tlyenkor (a,m) = 1. Ha (a,m) = 1, akkor ax = 1 (m) megoldhat6. Ezért a
invertalhatd. Az a inverze is mod m egyértelmd.

Az ax = b (m) kongruencia megoldhat6 a inverzével valo beszorzassal is. Az
Euler-Fermat-tétel miatt a inverze a#("™~1.

Wilson-tétel (FGy2.7.1)
Ha p prim, akkor (p — 1)! = —1 (p).

Parositsuk 1,2, ...,p — 1 mindegyikét a mod p inverzével. E szorzatok értéke 1
mod p, tehat az 1-2-...- (p— 1) szorzatban csak azok a szamok maradnak meg,
amelyek inverze énmaga. De ha a® = 1 (p), akkor p | a? — 1 = (a — 1)(a + 1),
vagyis a = £1 (p). Ezért (p—1)!=1-(p—1) = —1(p). O
Megjegyezziik, hogy p = 2 esetén 1 = p — 1, de akkor 1 = —1 (p).

Wilson tételét levezetjiik majd a polinomok azonossagi tételébdl is.



Teljes hatvanyok

Allitas (FGy, F1.6.1)

Egy porzitiv b egész akkor és csak akkor lesz egy pozitiv egész ¢ szdm k-adik
hatvanya, azaz teljes k-adik hatvdny, ha a kanonikus alakjaban minden kitevs
k-val oszthato.

c kanonikus alakjat k-adikra emelve a kitevék k-val oszthatok. O

Allitas (FGy, F1.6.2)
Két relativ prim pozitiv egész szorzata akkor és csak akkor lesz teljes k-adik
hatvany, ha mindkét tényezs az.

Mivel a két szam relativ prim, a kanonikus alakjukban nincs kézos primhatvany.
Ezért ha minden kitevs k-val oszthato, akkor a két szamban kiilon-kiilon is k-val
oszthatok a kitevok. O
HF: Igazoljuk, hogy ha n egész, és {/n racionalis, akkor n teljes k-adik hatvany.
Igy példaul /2 irracionalis.

3. A Fermat-problémakor

Pitagoraszi szamharmasok

Definicié (FGy7.2)
Az 22 +9? = 2? egyenlet pozitiv egész megoldasait Pitagoraszi szdimhdrmasoknak
nevezziik. Pl. (3,4,5).

Okor: derékszog kimeérése csomozott kitelekkel.

Alapmegoldds: x, y, z paronként relativ primek.

Az 6sszes megoldas (dz, dy, dz) alaku, ahol (z,y, z) alapmegoldas.

Valoban, ha 22 + y? = 22, és pl. (y,2) # 1, akkor van olyan p prim, hogy p | y
és p | z. De akkor p | 22 = 22 — ¢2, és mivel p prim, p | x. Tehét az egyenlet
p-vel egyszertsithetd. Az eljarast folytatjuk addig, amig alapmegoldast nem
kapunk. O

Paratlan szadm négyzete 4-gyel osztva 1-t ad maradékul, parosé 0-t, mert ha
b= +1 (4), akkor b> =1 (4), ha 2 | b, akkor 4 | b*.
Ha (z,y, z) alapmegoldas, akkor legfeljebb az egyik szam péaros. Ha x,y parat-
lan, akkor 22 = 22 + y?> = 1+ 1 = 2 (4), lehetetlen.

Tehat x és y egyike paros, feltehets, hogy ez x, és y, z paratlan.

Legyen a = (2 — y)/2 és b= (2 +y)/2, ezek tehat egészek, és (x/2)? = a - b.
Ha d | a,b, akkor d | a+b =2¢ésd | a—b =y, azaz d | (y,2z) = 1, ezért
belattuk, hogy (a,b) = 1. Mivel ab = (x/2)? négyzetszam, és (a,b) = 1, ezért a,
b is négyzetszam. Legyen a = m? és b = n?. Ekkor ab = (x/2)? miatt z = 2mn.



Tétel (FGy7.2.1)

Az 22 + 92 = 22 diofantikus egyenlet alapmegoldisai

z=2mn, y=m?—n2, z=m?+n?

ahol (m,n) =1, m > n, és m, n koziil az egyik paros, a masik paratlan
(tovabba az x és y cseréjével kapott megoldéasok).

Az 6sszes megoldas (dz, dy, dz) alaki, ahol (z,y, z) alapmegoldas.

Nyilvan (2mn, m? — n?,m? + n?) mindig megoldas, hiszen

(2mn)? + (m? —n?)? = (m? +n?)? azonossdg. Az, hogy m és n eltérd paritas,
ahhoz kell, hogy alapmegoldast kapjunk (kiilénben y és z is paros lenne).

HF ellendrizni, hogy z, y, z tényleg relativ primek.

A Fermat-sejtés

Fermat-sejtés, Wiles tétele (FGy7.7.1)
Ha k > 2, akkor az ¥ + y* = 2¥ diofantikus egyenlet nem oldhat6 meg pozitiv
egészekre.

300 éves probléma volt. Torténeti vonatkozasok: FGy 7.7 szakasz.

Ha k = 4: létezik elemi bizonyitas pitagoraszi szdmharmasok felhasznalaséaval
(FGy7.7.2).

Ha k = 3: a bizonyitas az Fuler-egészek felhasznalasaval halad.

Ezek az a + bw alakt szamok, ahol w = cos 120° + i sin 120° (vagyis egy primitiv
harmadik egységgyok). Ezek kozott is belathato a szamelmélet alaptétele (euk-
lideszi gyirit alkotnak). (lasd a 31. diasorozatot, illetve FGy7.7.10).

Ha k = ab, akkor az (z%)® + (y2)® = (2%)" atalakitds miatt van megoldas a b
kitevére is. Ebbdl kovetkezik, hogy a sejtést elég akkor belatni, ha k = 4 vagy
k prim (FGy, F7.7.1).

4. Osszefoglald

A 12, el6adashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak

Teljes és redukalt maradékrendszer (FGy2.2.2, 2.2.8). Redukélt maradékosz-
taly (FGy2.2.5, 2.2.6). Euler-fliggvény (FGy2.2.7). Pitagoraszi szamharmasok,
alapmegoldas (FGy7.2). A Fermat-sejtés (Wiles tétele, FGy7.7.1).

Tételek

Teljes és redukalt maradékrendszer jellemzése (FGy2.2.3, 2.2.9), szorzésa a mo-
dulushoz relativ primmel (FGy2.2.4, 2.2,10). Az Euler-fiiggvény multiplikativ,
képlete (K, E4.4, FGy2.3.1). Euler-Fermat-tétel, kis Fermat-tétel (FGy2.4.1,
2.4.2). Wilson tétele (FGy2.7.1). Teljes hatvanyok, relativ primek szorzata
mikor teljes hatvany (FGy, F1.6.1-2). Képlet a pitagoraszi szamharmasokra
(FGy7.2.1).



