1. Kongruenciak

A kongruencia definicidja

Definicié (FGy2.1.1)
Legyen m > 1 egész. Azt mondjuk, hogy a,b € Z kongruens mod m, ham | a—b.
Jele: a = b (m).

Tehat két szam akkor kongruens, ha ugyanazt a maradékot adjak m-mel osztva.
Az m neve modulus. A jelolés az egyenletre hasonlit, mert sok tulajdonsag
megegyezik.

Tétel (FGy2.1.2, HF)
Legyenek m > 1 és a, b, c egészek.
(1) Minden a-ra a = a (m) (reflexivitds).
(2) Haa=b (m), akkor b = a (m) (szimmetria).

(3) Haa=0b (m) és b= c (m), akkor a = ¢ (m) (tranzitivitds).
E harom tulajdonsig egyiittes neve: ekvivalencia-reldcio.

Kongruenciidk és miiveletek

Tétel (FGy2.1.2)
Legyenek m > 1 és a, b, ¢, d egészek. Ha a = b (m) és ¢ = d (m), akkor
a+c=b+d (m) és ac=bd (m). (Azonos modulust kongruencidk osszeadhatok,
Osszeszorozhatok.)

A feltétel szerint a — b = mt és ¢ — d = ms alkalmas t, s € Z-re.

Ezért (a+¢) — (b4 d) = m(t + s), igy tényleg a + ¢ = b+ d (m). Tovabba
m | a — b miatt m | (a — b)e, tehat ac = be (m). Hasonloan be = bd (m), és a
tranzitivitds miatt ac = bd (m). O

Belatjuk: * + y =T 4, ¥ (az Ty = T *,, ¥ bizonyitasa hasonlo).

Mivel x +y és T 4+, ¥ is n-nel valé osztési maradék, elég megmutatni, hogy
kongruensek mod n. Nyilvin t =7 (n) ésy =7 (n), ezért ct+y =T+ 7 (n).
A +,, definicidja szerint T+, g =T+7 (n), gy T+, g=2+y=2+y (n). O

Kongruenciak egyszerisitése

Tétel (FGy2.1.3)
Ha ac = be (m), akkor a = b (m/(m,c)). (A modulust le kell osztani m és c
kitiintetett k6zos osztojaval.)



Bizonyitas

A feltétel szerint m | (a — b)c, igy az oszthatosagot d = (m, c¢)-vel egyszerisitve
(m/d) | (a —b)(c/d). A Kkitiintetett kzos oszto kiemelési tulajdonsaga miatt
(m/d,c/d)d = (m,c) = d, azaz (m/d,c/d) = 1. Ezért az (m/d) | (a — b)(c/d)
oszthatosagbol (m/d) | (a —b), azaz a = b (m/(m, c)) kovetkezik. O
Altaldban nem igaz, hogy ac = be (m) = a = b (m). Példaul 10-2 = 20-2 (20),
de 10 # 20 (20). De a modulushoz relativ prim szimmal szabad egyszerisiteni.

A kongruencia egyszerfsiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a™ — b".

a—b|a—b,ezért a =b (a—b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva a™ = b" (a—b),
azaz a —b | a™ — b™.

Mi 23192 utols6 szamjegye? Valasz: 9.

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (31)?5 = 8125, Mivel 81 =1 (10),
ezért 3102 = 323100 = 328125 = 32125 = 9 (10).

Mutassuk meg, hogy 11 | 34n+5 — 537,

Mod 11 szamolva 34"+5 — 537 =243 . 81" — 125" = 1-4" — 4" = (.

Igazoljuk, hogy 641 | 232 + 1.

Mod 641 nézve 5-27 = —1 és 5* = —24 igy
232 =219 = _54(2") = —(5-2")* = 1.

2. Ismeretlenes kongruenciak

Linearis kongruencia

Definicié (FGy2.5.1)
Ha a,b,m € Z és m > 0, akkor axz = b (m) linedris kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai? Egyszertsitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2,
ezért 2z = 1 (3) adodik. 2-vel szorozva 4z = 2 (3). De 4o = z (3), azaz
x = 2 (3). Tehat azok az = szamok adnak megoldast, melyek 3-mal osztva 2
maradékot adnak. Ezek a 3k + 2 alaku szamok, ahol k € Z.

Ha egy egyenletet négyzetre emeliink, hamis megolddsok keletkezhetnek. Ha egy
kongruenciat szammal szorzunk, akkor is.

Példa: 2z = 1 (3)-at 3-mal szorozva 6z = 3 (3), itt minden = szam megoldas.
HF: A modulushoz relativ primmel val6 szorzas ekvivalens atalakitas, ilyenkor
nem keletkezik hamis megoldés.



Visszavezetés linearis diofantikus egyenletre
Ismétlés: 8z = 4 (6) megoldasai a 3k + 2 alakt szamok (k € Z).

Definicié (FGy2.2.1)

Rogzitett m modulus esetén az m-mel osztva r maradékot add szamok halmazat
az v maradékosztilydnak nevezziik mod m. Ez tehat az mk + r alakd szamok
halmaza, ahol k € Z.

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhat6 meg, ha (a,m) | b. Ilyenkor a megoldasok
egyetlen maradékosztalyt alkotnak mod m/(a,m). Ez (a,m) darab mod m
maradékosztély egyesitése.

Megoldhatosag: Nyilvan ax = b (m) pontosan akkor, ha m | ax — b, vagyis ha
van olyan y egész, hogy my = ax — b. Tanultuk, hogy az ax — my = b linearis
diofantikus egyenlet pontosan akkor oldhaté meg, ha (a,—m) = (a,m) | b.

A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)
Az ax = b (m) pontosan akkor oldhato meg, ha (a,m) | b. Ilyenkor a megoldasok
egyetlen maradékosztalyt alkotnak mod m/(a,m).

Bizonyitas

Ha az = b (m) megoldhato, akkor (a,m) | b, tehat egyszertsithetiink (a, m)-mel.
Az eredmény o'z = (m'), ahol m’ = m/(a,m), o’ = a/(a,m) és b = b/(a,m).
De @’ = a/(a,m) és m’ = m/(a, m) mar relativ primek. Ha 27 megoldas, akkor
x akkor és csak akkor megoldas, ha o'z =V = d’zg (m'), azaz ham’ | o/ (z—x).
Mivel (a’,m’) = 1, ez azzal ekvivalens, hogy m’ | x — zo. Igy a megoldasok az
xo szam mod m' maradékosztalyanak elemei.

A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a,m) darab mod m maradékosztaly
egyesitése.

Példaul a 3k 4 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak mod 6: a 2 és az
5 maradékosztalyat.

Bizonyitas

Legyen d = (a,m), és m’ = m/(a,m). Megmutatjuk, hogy az zo mod (m’)
maradékosztalya az xg, x1,...,xq—1 szdmok mod m maradékosztalyainak egye-
sitése, ahol 1 = xg +m’, ko = xo +2m/, ..., x4_1 =20+ (d — 1)m/.

Ha z = z¢ (m’), akkor © = x¢ + m'k alkalmas k-ra. Legyen k = dg + r, ahol
0 <r <d-1. Belatjuk, hogy = = x, (m).

Valéban, x = m’k + xo = m'dqg + m'r + z9 = mq + z, = z,, (m).

Megforditva, ha « = x, (m), akkor © = z, = o (m'), hiszen m’ | m.



Megoldas euklideszi algoritmussal

Lasd FGy7.1.1, ill. 2.5. szakasz
Oldjuk meg a 14z = 2 (34) kongruenciat.

Els6 lépésként atirjuk diofantikus egyenletre: 14z — 2 = 34y.

Kifejezziik a kisebbik egyiitthatoji ismeretlent: x = (34y + 2)/14. Elvégezziik
az osztast: 34 =2-14+ 6, igy © = 2y + (6y + 2)/14.

Bevezetjik a z = (6y + 2)/14 = (3y + 1)/7 0j (egész) ismeretlent. Ekkor
7z = 3y + 1, ahol z is egész. Ismételjiik az eljarast.

y = (72—1)/3 = 2z+u, ahol u = (#—1)/3. Tehat 3u = z—1, azaz z = 3u—1. Itt
mar nem szerepelnek tortek, ezért megallunk, majd sorban visszahelyettesitjiik
az ismeretleneket.

y=2z4u=6u+2+u=Tu+2. =2y+z=14u+4)+ Bu+1) =17u+5.
Ellendrzés: 14(17u + 5) — 2 = 34(7u + 2) tényleg azonossig. Igy 14z = 2 (34)
megoldasai a 17u + 5 alakd szadmok, vagyis 5 maradékosztalya mod 17.

Szimultan kongruenciarendszer

Tétel (FGy2.6.1)

Az © = ¢1 (m1) és © = ¢ (m2) kongruenciakbol 4llo rendszer pontosan akkor
oldhato meg, ha (my,ms) | ¢ —ca. Ilyenkor a megoldas egyetlen maradékosztaly
mod [m1, ma).

Bizonyitas

A két kongruencia atirhaté © = ¢; + ymy és x = co + zms alakba alkalmas
Y,z € Z-re, ahonnan ym; — zme = co — c1. Ezért ha van megoldas, akkor
(m1,ma) | ¢1 — ca. Megforditva, ha a diofantikus egyenletnek van megoldésa,
akkor x = ¢ + ym1 = co + 2my megoldasa a kongruenciarendszernek.

Ha ¢ megoldés, akkor x pontosan akkor lesz megoldas, ha z = ¢; = g (my)
és ¢ = ¢y = x0 (M2), azaz ha my | x — x¢ és ma | © — xo. Ez azzal ekvivalens,
hogy [m1, ms] | x — xo. O

A kinai maradéktétel

Ha my és mq relativ primek, akkor az © = ¢; (mq), * = ¢a (m2) rendszernek
mindig van megoldésa, és a megoldas mod [my, ms] = mimy lesz egyértelmi
(el6zo tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy mi,ms, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor

az x =c1 (Mmy),...,o& = ¢, (Mmy) rendszernek van megoldésa,

és a megoldasok egy mod mj ...m, maradékosztalyt alkotnak.

Ez n szerinti indukciéval kévetkezik az el6z6 tételbdl. Az n = 1 eset nyilvanvalo.
Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitds. Legyen M = mymg...my,—1. Az els6
n — 1 kongruenciaboél allo6 rendszer az indukcidés feltevés miatt helyettesithetd
egy * = ¢ (M) kongruenciaval. Ennek és az © = ¢, (my,) kongruencianak a

kozos megoldasait keressiik. Erre alkalmazhato a fenti tétel: mq,mao,...,my,
paronként relativ primek, igy (M, m,) = 1 (hiszen nincs kéz6s primosztojuk).
O



3. Osszefoglalo

A 11. el6adashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak
Kongruencia (FGy2.1.1). Linearis kongruencia (FGy2.5.1).
Maradékosztaly (FGy2.2.1).

Tételek

A kongruenciak alaptulajdonsagai, egyszerisitése (FGy2.1.2-3).

A lineéris kongruencia megoldésai, eljaras (FGy2.5.3—4, 7.1.1).

Szimultan kongruenciarendszer (FGy2.6.1). A kinai maradéktétel (FGy2.6.2).



