1. A kanonikus alak alkalmazasai

A kanonikus alak
Vonjuk Gssze a primtényezds felbontasban az asszocialt primeket.

Példa
—36=2-2-3-(-3) = (-1)223%
HE: A — jelet a szam elején nem lehet meguszni.

Definicié (FGy1.6.1, K3.1.16)
Egy szam kanonikus alakja ep( ...py", ahol e egység, a; > 0 egész, a p; fel-
bonthatatlanok pedig paronként nem asszocialtak.

(1) A kanonikus alakban a kitevék egyértelmiien meghatéarozottak, a primek
pedig asszocialtsag erejéig (K3.1.18).

(2) Pozitiv egész szam kanonikus alakjaban pozitiv primeket hasznalunk, és
az egységtényezs is elmarad (K3.1.17).

(3) Néha érdemes megengedni 0 kitevsket (K3.1.22)

Az osztok kanonikus alakja és szama

Tétel (FGyl1.6.2, 1.6.3)

Legyen n = pi"* ...p,* kanonikus alaki, ahol p; > 0 és o; > 0. Ekkor n pozitiv
osztéi egyértelmtien felirhatok d = py* ... pg’“ alakban, ahol 0 < 3; < a;.

Az osztok szama (o + 1) - ... (ag + 1), jele d(n).

Az nyilvanvalo, hogy az ilyen alakd d szamok osztoi n-nek.

Megforditva, tegyiik fel, hogy n = dg. Irjuk ol a d és ¢ szamokat pozitiv primek
szorzataként. Az egyértelmiiség miatt mindkét oldalon ugyanazok a primek
szerepelnek, igy d = p/" .. .pf"‘ és ¢ =pi*...p}* (mindegyik kitevs lehet nulla).
Ekkor p{* ...pp* = pf vt pf”””“, ahonnan a kanonikus alak egyértelmiisége
miatt a; = B; + ;. Mivel 0 < 8; < ay, ezért B;-re a; + 1 lehetség adodik.
Ezeket fliggetlentil valaszthatjuk, ezért a lehetGségek Osszeszorzodnak. O

A kitiintetett k6z6s oszto képlete

Tétel (FGyl.6.4)

Legyen a = p{* ...pp* és b = pfl .. .pg’“ kanonikus alaka,
ahol p; > 0 és «a;, 5; > 0.

Ekkor (a,b) = pi*...p}*, ahol v; = min(ey, 3;) minden i-re.

(825

Itt min(z,y) jeloli az z és y szamok koziil a nem nagyobbat.

(Hasonléan max(z,y) az x és y szamok koziil a nem kisebb.)

Bizonyitas

Legyen d = p{* ...p}*. Nyilvin d | a és d | b.

Megforditva, ha ¢ | a és ¢ | b, akkor az el6z6 tétel szerint ¢ = p‘ls1 . pi’“, ahol
0; < o és 6; < B;. De akkor §; < v; = min(ay, §;), ezért ¢ | d. Vagyis d minden
kozos osztonak tEbbszorose. O



Kitiintetett k6zos tobbszoros

Definicié (FGyl.6.5, HF)

Az a és b pozitiv egészek kitiintetett kozos tobbszordse ¢, ha k6zos t6bbszoros,
és minden kozos t6bbszorosnek osztdja. Ez a pozitiv kozos t6bbszorésck kozott
nagysagra a legkisebb, jele [a, b].

Tétel (FGy1.6.6)

Legyen a = p{" ...pp* és b= p’fl .

ahol p; > 0 és ay, 5; > 0.

Ekkor [a,b] = p]* ...p}*, ahol ; = max(«;, 8;) minden i-re.
Teljestil, hogy (a,b)[a,b] = ab.

Az els6 allitas a korabbiakhoz hasonléan igazolhaté. A maéasodikhoz azt elég
megmutatni, hogy min(z,y) + max(x,y) = x4+ y. Az x és y esetleges cseréjével
feltehets, hogy x < y, ekkor min(z,y) = x és max(x,y) = y, ezek Osszege
tényleg x + y. O

.. p*,fk kanonikus alak,

Tovabbi Gsszefiiggések

Tétel (FGy1.6.6, 1.6.7)

Legyenek a, b, ¢ pozitiv egészek. Ha a | ¢, b | ¢ és (a,b) = 1, akkor ab | c.
Specialisan a | b pontosan akkor, ha a minden primhatvany-osztdja osztja b-t.
(a,b) =1 akkor és csak akkor, ha nincs kozos primosztojuk.

(¢, ab) = 1 akkor és csak akkor, ha (¢,a) =1 és (¢,b) = 1.

Az els6 allitas bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy a kitiintetett kdzos tobbszoros
definicioja miatt [a,b] | ¢. De ha (a,b) = 1, akkor ab = (a,b)[a,b] = [a, b].

A maésodik allitas abbol kivetkezik, hogy egy szam pontosan akkor egység, ha
nincs primosztoja.

A harmadik pedig a méasodikbol: ha a p prim kozos osztéja c-nek és ab-nek,
akkor osztoja a-nak vagy b-nek is, ezért (a,c) vagy (b, ¢) nem lehet 1. O

Az n! kanonikus alakja

Tétel (FGyl.6.8, Legendre-formula)

Az n! szam kanonikus alakjaban a p > 0 prim kitevije

ap = |n/p| + |n/p*] + ...+ [n/p*] + ..,

ahol |x] az x sz&m alsd egészrésze, vagyis az z-nél kisebb vagy egyenls egészek
koziil a legnagyobb.

Az «, 6sszeg mindig véges, mert elsbb-utébb p* > n.

Specialisan p > n esetén «y, = 0 (iires Osszeg).

Bizonyitas

Az 1,2,...,n szamok kozil |n/p| oszthaté p-vel, mert 1 < pt < n pontosan
akkor, ha 0 < t < n/p. Tovabbi |n/p?| szam oszthat6 p*-tel is, és igy tovabb.
Ha egy 1 < m < n szamban a p kitevGje k, akkor m az oy, Osszeg k tagjdhoz
jarul hozza 1-gyel. O



Végtelen sok primszam van

Tétel (FGy5.1.1)
Az egész szamok k6zott a primek szama végtelen.

Euklidész bizonyitasa

Tegyiik fol indirekt, hogy csak véges sok van, ezek p1,pa, ..., Pn-

Tekintsiik az A = pips...p, + 1 szamot. Mivel A > 1, ezért van egy p prim-
osztdja. Ez a p valamelyik pg-val egyenld, ezért p | p1ps...pn. De p | A, ezért
p| A—pipa...pn = 1. Ez ellentmondés. O

HFE: Modositsuk ezt a bizonyitast annak megmutatasara, hogy végtelen sok
olyan prim van, amely 4-gyel osztva 3-at, és olyan is, ami 6-tal osztva 5-6t
ad maradékul. Igazoljuk, hogy az n-edik (pozitiv) primszam kisebb, mint 22",

Eratoszteneszi szita

Tétel (FGy5.1.2)

Azt, hogy n primszam-e, eldénthetjiik a kovetkezsképpen. Irjuk fel a szamokat
2-t61 n-ig. Karikazzuk be a 2-t, és htuzzuk ki a t6bbszoroseit. Ezt ismételjiik: az
els6 nem kihtizott és nem karikazott szam (most a 3) prim, karikazzuk be, és htz-
zuk ki a tobbeseit. Folytassuk, amig /n-ig nem ériink. Ekkor a bekarikazottak
és a jeloletlenek a primek n-ig.

Amit kihiztunk, 6sszetett, mert van nala kisebb osztoja. A karikasaknak nincs,
ezért primek. Végiil egy jeloletlen m azért prim, mert ha az lenne, akkor legyen
p a legkisebb primosztéja. Ekkor m = pb, ahol b # 1. De akkor p < b, hiszen
b-nek is van primosztoja, és igy p? < pb < n, azaz p < \/n. Ezért m-et kihtiztuk
volna p-nél. O

2. Szamolas maradékokkal

Vizsgalat mod 5

Diofantikus egyenlet: az egész megoldasokat keressiik.
Oldjuk meg: 22 + 5y = 1002.

Otlet: Osszuk el mindkeét oldalt maradékosan 5-tel. Azt kapjuk, hogy =2 mara-
déka 2 kell, hogy legyen.

Ha x = 5q + 7, akkor 22 = 25¢% + 10qr +r? = 5(5¢% + 2r) +r2. Az r lehetséges
értékei 0, 1, 2, 3, 4. Ezért r? értékei 0, 1, 4, 9, 16. Ezek maradéka Gttel osztva
rendre 0, 1, 4, 4, 1. Soha nem lesz 2. Ezért négyzetszam 5-tel osztva nem adhat
2 maradékot. Tehat az eredeti diofantikus egyenletnek nincs megolddsa.

Belattuk
Négyzetszam 5-tel osztva csak 0, 1, 4 maradékot adhat.

Az egyenlet megoldéasat visszavezettiik véges sok probalgatasra.
A modulo 5 maradékokkal szamoltunk.



Szamolas maradékokkal

Definicié (K1.1.4)
Ha n > 1 egész, akkor legyen Z,, = {0,1,...,n—1}. Osszeadas: a+,baz a+b
maradéka n-nel osztva. Szorzas: a *, b az ab maradéka n-nel osztva.

Példa (K, 4. oldal)

+510 1 2 3 4 x50 1 2 3 4
010 1 2 3 4 0{0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 11701 2 3 4
212 3 4 01 210 2 4 1 3
313 4 01 2 310 3 1 4 2
4 14 01 2 3 410 4 3 2 1

Ezek a modulo 5 mdveleti tdabldazatok.

Osszeg és szorzat maradéka
Megmutattuk, hogy ha x = 5¢ + 7, akkor x2 és r? ugyanazt a maradékot adja
5-tel osztva. Ezért az eredeti szamok helyett a maradékaikkal szamolhatunk.

Tétel (K1.1.6)

Legyen n > 1 egész, és jeldlje feliillvonés az n-nel valé osztasi maradékot. Ekkor
T+Y =T+, 7 ésTY = T *, . Azaz dsszeg maradéka a maradékok (mod n
vett) dsszege; Szorzat maradéka a maradékok (mod n vett) szorzata. A mod n
maradékképzés tehat mivelettarto.

Kulcs: ha n | a — b, akkor a és b ugyanazt a maradékot adja n-nel osztva.
Valoban, legyen a = ng+r és b =ns+t. Ekkor a —b = n(qg—s)+ (r —t), ezért
n|r—t HaO<rt<n,akkor 0 <r—t<n,ezrtr=rt.

A részletes bizonyitashoz bevezetiink egy 4j jelolést.

3. Osszefoglald

A 10. el6adashoz tartoz6 vizsgaanyag

Fogalmak
Kanonikus alak (FGyl1.6.1. K3.1.16, 3.1.27, 3.1.18, 3.1.22). Kitiintetett kozos
t6bbszoros (FGyl.6.5). Miiveletek mod n (K1.1.4).

Tételek

Az osztok kanonikus alakja és szama (FGy1.6.2, 1.6.3). A kitlintetett kozds osztod
és t6bbszoros képlete (FGyl1.6.4,1.6.6). A relativ primség elemi tulajdonsagai
(FGyl1.6.6,1.6.7). Az n! kanonikus alakja (FGyl.6.8). Végtelen sok primszam
van (FGy5.1.1). Eratoszteneszi szita (FGy5.1.2). A mod n maradékképzés
miivelettarto (K1.1.6).



