1. Bevezetés
A félév anyaga
o Szdmelméleti alapok

— Oszthatosag, legnagyobb kozos oszto, primszamok
— Kongruenciak, Euler-Fermat-tétel
— Szamelméleti fiiggvények, diofantikus egyenletek

— Kvadratikus maradékok
o Komplex szdmok
— Miiveletek, kapcsolat a geometriaval, gyokvonas

Polinomok

— A gyokok szama, a gyokok és egyiitthatok Osszefliggése

— Szorzatra bontas, szamelméleti kérdések

Linedris algebra

— Lineéaris egyenletrendszerek
— Miiveletek vektorokkal és matrixokkal

— Determinansok

Absztrakt algebrai alapfogalmak

— Csoportok, gytrtik és testek

Irodalom

® evkiss.web.elte.hu/wp/wordpress/oktatas/faliujsag

— Ez a prezentécid, és a nyomtathato valtozata

— A gyakorlatokon szerepls feladatsorok

Informéciok a vizsgakrol, zarthelyikrsl

Tematikak, oktatéasi anyagok, videdk, ajanlott irodalom
o K=Kiss Emil: Bevezetés az algebrdba

ewkiss.web.elte.hu/wp/wordpress/oktatas/letoltheto-jegyzetek

— Komplex szamok, polinomok

— A keés6bbi félévek anyaga (csoportok, gytirik)



o F=Freud Robert: Linedris algebra
— Az els6 harom félév linearis algebra anyaga
o F'Gy=Freud Robert, Gyarmati Edit: Szdmelmélet

— Részletes bevezetés a szamelmélet alapjaiba

— Halado szamelméleti téméak a késGbbi tanulmanyokhoz

e Mindharom koényvben feladatok megoldasokkal a gyakorlathoz

Altalanos tanacsok

e Az el6adason figyelni érdemes, NEM JEGYZETELNI!

— Ez a prezentacio lefedi a normaél vizsgakévetelményeket.
— Nyomtathato valtozat is letdlthetd.

— Hivatkozasok a harom tankdnyvre, ahol magyarazatok vannak.
o Az anyagot meq is kell érteni!

— a megértés az alkalmazas képessége;
— feladatmegoldas a gyakorlaton, megoldasok a konyvekben;

— logikai szabatossig, a matematika nyelvének elsajatitasa.
o Hasznos kiegészitd tanulmdnyok

— Altalanos programozasi kulttra: C++, Unix, git, KTEX.

— SAGE (Wolfram Alpha, MAPLE), Octave (Matlab).

— Mesterséges intelligencia, Python.

— biologia, fizika, kémia, informatika, taniri mesterség;

— kozgazdasagi ismeretek, mérncki tudoméanyok.

e Konzultaciés gyorssegély: ewwkiss@gmail.com

A szamonkérés méodja
e A gyakorlati jegy:

— Csak harom hétnyi hianyzas megengedett.

— Gyakorlatokon répdolgozat (memoriasegits);

— Két évfolyamzarthelyi;
* az elégtelen zarthelyiket ki kell javitani;
* javito a félév végén, a gyakorlatvezet§ dontése alapjan.
+* Ha nem sikeriil: gyakorlati jegy utovizsga.



o A wizsgajeqy:

— Csak érvényes gyakorlati jeggyel lehet vizsgéazni.
— Irasbeli vizsga, harom részes:
* Beugré a definiciok, tételek kimondasabol.
* A megértést ellendrzé kérdések.
* Opcionalis rész a bizonyitasokbol (ez lehet szobeli is).
— Osszesen harom alkalom; egyre kell eljonni, kivéve ha az nem sikeriil.

— Lehet javitani kés6bbi vizsgan.

2. Linearis egyenletrendszerek

Egy ismeretlen kiejtése

Oldjuk meg:
2z — 3y =1
S5r —2y =38
Otlet:

Probaljuk meg x-et kiejteni (elimindlni). Az els6 egyenlet 5-sz6r6sébdl vonjuk
ki a méasodik egyenlet 2-szeresét. Az eredmény:

—15y — (—4y) =5 — 16, azaz —11y = —11. Innen y = 1.

Az els6 egyenletbdl ekkor 2z — 3 = 1, azaz x = 2.

Ellendrzés:
2:-2—-3-1=1
5.2—-2-1=8

Geometriai abrazolas

2z — 3y =1, azaz y = (2/3)x — (1/3).
bx —2y =28, azaz y = (5/2)x — 4.

A megoldasok szama

Két egyenesnek lehet
(1) Nulla darab kozos pontja (ha parhuzamosak);
(2) Egy darab kozos pontja (ha metszok);

(3) Végtelen sok kozos pontja (ha egyenldk).



y=(5/2)x —4
y = (/32— (1/3)

Példak
3r—3y =3
20 — 2y =4

Parhuzamos egyenesek (y=x — 1, y=1x — 2), nincs megoldas.

3r—3y=3
20 -2y =2
Egybeess egyenesek (y = = — 1), végtelen sok megoldas.

Az altalanos megoldas

Az egyenletrendszer dltaldnos megolddsa az Gsszes olyan (x,y) szampar valami-
lyen megadasa, amik megoldasai az egyenletrendszernek.

Példa
3r—3y=3
20 — 2y =2

Az (z,y) akkor megoldas, ha y = z — 1. Ezért
az altalanos megoldas: {(r,r — 1) | r tetszGleges szam}.

Probléma
Hogyan lehet megkeresni egy altalanos egyenletrendszer altalanos megoldésat?

Linedris egyenletrendszer esetén Gauss-elimindcioval.

3. Gauss-eliminacio

Linearis egyenletrendszerek

Definicio

Legyenek az ismeretlenek x1, s, ..., x,,. Linedris egyenlet:
a171 + ...+ Ty, = b

Ismeretlenek szorzata nem szerepel, a1, ..., Gy, b szamok.



Definici6é (Freud, 3.1. szakasz)
Linedris egyenletrendszer: tobb linearis egyenlet kdzds megoldasait keressiik.
Altalanos jelolés:

a1 + ...+ A1mTm — b1
a1x1 + ...+ 2Ty = b2

Ap1T1 + oo+ QT = by,
Itt n egyenlet van és m ismeretlen.
Az eliminacié megengedett 1épései
Skaldr: egy szdm, amilyenek az egyiitthatok is.
(1) Az egyik egyenletet egy nem nulla skalarral megszorozzuk.

(2) Az egyik egyenletbdl kivonjuk egy masik egyenlet tetszéleges skalarszoro-
sat.

Ekkor a megoldésok ugyanazok maradnak.

Az (1) lépéssel barmelyik nem nulla egyiitthatobol 1-et csinalhatunk, ha annak
reciprokdval szorzunk. A (2) lépéssel ki lehet nulldzni minden olyan egyiitthatot,
amely fol6tt vagy alatt egy nem nulla egyiitthatoé talalhato.

2x4+4y =6 T+2y=3 r+2y= 3

3x+2y=>5 3x+2y=>5 Oxr — 4y = —4

Az els6 haromszorosat kivonjuk a masodikbol. Igy y = 1.
Szisztematikus eljaras

(1) Egy nem nulla egyiitthatot leosztassal 1-re valtoztatunk, és bekarikazzuk.
Ez a vezéregyes.

(2) Az oszlopaban a tobbi egyiitthatot kinullazzuk.

(3) Az (1)+(2)-t ismételjiik, de (1)-ben csak olyan egyiitthatét vdlaszthatunk,
amely soraban és oszlopdban mincs karika.

(4) Ha ilyen mér nincs, akkor megdllunk. Ezutan:

(5) Ha van olyan sor, amelynek bal oldalan minden egyiitthat6 nulla, de a jobb
oldali b; nem, akkor az egyenletrendszer ellentmonddsos, nincs megoldasa.
Ez egy tilos sor.

(6) Ha van olyan sor, amelynek bal oldalan minden egyiitthaté nulla, és a
jobb oldali b; is nulla, akkor ezt a sort kihiizzuk.



A megoldas leolvasasa (F3.1.1. Tétel)

(7) Azokat az ismeretleneket, amelyek oszlopaban nincs karika, szabad vdlto-
zonak nevezziik. A t6bbi ismeretlen a kétdtt valtozo.

(8) Mindegyik kotott valtozo csak egyetlen egyenletben szerepel, és abban az
egyiitthatoja 1. Ezért a kdtott vdltozok kifejezhetdk a szabad vdltozokkal.

A megoldasok szama
A szabad vdltozoknak tetszéleges értéket adva egyértelmd megolddst kapunk. Igy
ha van szabad valtozo, akkor a megoldasok szama végtelen.

A megoldés akkor egyértelmd, ha az egyenletrendszer nem ellentmonddsos, és
nincs szabad vdltozo.

Az egyetlen Gsszefiiggés

Tétel (F3.1.2. Tétel)
Ha az egyenletek szama kisebb, mint az ismeretlenek szama, akkor nem lehet
egyértelmi a megoldés.

Bizonyitas

Ha egyértelmi a megoldas, akkor nincs szabad valtozé. Ezért minden oszlopban
van karika. De a karikdk csupa kiilonb6z8 sorokban vannak, igy legaldbb annyi
sor van, mint oszlop. Azaz legalabb annyi egyenlet van, mint ismeretlen. O

Fontos: més Osszefliggés nincs az ismeretlenek szama, az egyenletek szama és a
megoldasok szdma kozott!
Példak: gyakorlaton, métrixos jeloléssel.

Homogén linearis egyenletrendszerek

Definicio

Egy linearis egyenletrendszer homogén, ha a jobb oldaldn szerepl6 mindegyik b;
nullaval egyenls. Trividlis megoldds: mindegyik ismeretlen nulla.

Kovetkezmény (F3.1.4. Tétel)
Ha egy homogén linearis egyenletrendszerben az egyenletek széma kisebb, mint
az ismeretlenek szdma, akkor van nemtrivialis megoldas.

Bizonyitas
Az el6z6 tétel miatt nem lehet egyértelmi a megoldas. De nem is ellentmonda-
sos, mert van (trivialis) megoldas. Ezért van legalabb még egy megoldas. O



4. Osszefoglalo

Az 1. el6adashoz tartozo vizsgaanyag

Fogalmak
Lineéris és homogén linearis egyenletrendszer (F3.1. szakasz).

Tételek

Gauss-eliminéacio, a megoldasok leolvasasa (F3.1.1. Tétel). A megoldasok, az
ismeretlenek és az egyenletek szama kozotti Osszefliggés (altalanos és homogén
eset: F3.1.2. és F3.1.4. Tétel).



