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Algebrai és transzcendens szamok

Definicié (FGy9.1.1, K5.10.8)

Az o € C algebrai szam, ha gyoke egy nem nulla, racionalis
egyiitthatés polinomnak.
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Algebrai és transzcendens szamok
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Algebrai és transzcendens szamok

Definicié (FGy9.1.1, K5.10.8)

Az o € C algebrai szam, ha gydke egy nem nulla, racionalis
egylitthatés polinomnak. A tobbi komplex szam transzcendens.

Peldaul 3, /2, \5/? + 4, 5 + 3 7+ /4 +2V3 algebrai szamok.
Utébbihoz mar nehézkes lenne megkeresni azt a polinomot,
amelynek gyoke, de a kdvetkezd tétel a segitségiinkre van.
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Példak transzcendens szamra

Tétel (FGy9.1.3, NB)

Az algebrai szamok halmaza megszamlalhatg,
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Példak transzcendens szamra

Tétel (FGy9.1.3, NB)

Az algebrai szamok halmaza megszamlalhatd, tehat a komplex
szamok ,dontd része” transzcendens.
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Példak transzcendens szamra

Tétel (FGy9.1.3, NB)

Az algebrai szamok halmaza megszamlalhatd, tehat a komplex
szamok ,dontd része” transzcendens.

Konkrét transzcendens szamot talalni mégis nehéz.
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Példak transzcendens szamra

Tétel (FGy9.1.3, NB)

Az algebrai szamok halmaza megszamlalhatd, tehat a komplex
szamok ,dontd része” transzcendens.

Konkrét transzcendens szamot talalni mégis nehéz. Az alabbi
példak transzcendensek, de ennek bizonyitasa igen bonyolult.
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Példak transzcendens szamra

Tétel (FGy9.1.3, NB)

Az algebrai szamok halmaza megszamlalhatd, tehat a komplex
szamok ,dontd része” transzcendens.

Konkrét transzcendens szamot talalni mégis nehéz. Az alabbi
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(1) 7 (Lindemann-Weierstrass, 1882), ((2k), itt ¢ a
Riemann-fiiggvény. (Oka: ((2k)/7?k racionalis.)
(2) e (lasd FGy9.5.2)
(3) a®, ahol o # 0,1, a és b algebrai, b irracionalis
(Gelfond-Schneider-tétel, 1934, FGy9.3.5).
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Megoldatlan, hogy transzcendens-e: e £ 7
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szamok ,dontd része” transzcendens.

Konkrét transzcendens szamot talalni mégis nehéz. Az alabbi
példak transzcendensek, de ennek bizonyitasa igen bonyolult.

(1) 7 (Lindemann-Weierstrass, 1882), ((2k), itt ¢ a
Riemann-fiiggvény. (Oka: ((2k)/m%* racionalis.)

(2) e (lasd FGy9.5.2)

(3) a®, ahol o # 0,1, a és b algebrai, b irracionalis, pl. 2V2 &g
e™ = (—1)' (Gelfond-Schneider-tétel, 1934, FGy9.3.5).

(4) sin1 (ivmértékben, nem 1°), log,o(2), V2.

Megoldatlan, hogy transzcendens-e: e + 7 (az egyik biztos), 7¢

¢(3). ¢(5).
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Példak transzcendens szamra

Tétel (FGy9.1.3, NB)

Az algebrai szamok halmaza megszamlalhatd, tehat a komplex
szamok ,dontd része” transzcendens.

Konkrét transzcendens szamot talalni mégis nehéz. Az alabbi
példak transzcendensek, de ennek bizonyitasa igen bonyolult.

(1) 7 (Lindemann-Weierstrass, 1882), ((2k), itt ¢ a
Riemann-fiiggvény. (Oka: ((2k)/m%* racionalis.)

(2) e (lasd FGy9.5.2)

(3) a®, ahol o # 0,1, a és b algebrai, b irracionalis, pl. 2V2 &g
e™ = (—1)' (Gelfond-Schneider-tétel, 1934, FGy9.3.5).

(4) sin1 (ivmértékben, nem 1°), log,o(2), V2.

Megoldatlan, hogy transzcendens-e: e + 7 (az egyik biztos), 7€,
C(3), ¢(5). A ((3) irracionalis.
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Tétel (FGy9.5.1)

Az e =5 ° ,(1/n!) szam irracionalis.
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e és 7 irracionalis

Az e =5 ° ,(1/n!) szam irracionalis.

Tétel (FGy9.5.1) J

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva
az egész eb! szam
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e és 7 irracionalis

Tétel (FGy9.5.1) J

Az e =5 ° ,(1/n!) szam irracionalis.

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva
az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.
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e és 7 irracionalis

Tétel (FGy9.5.1) J

Az e =5 ° ,(1/n!) szam irracionalis.

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva

az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.
De ez az S szumma kisebb, mint Ziozl ﬁ
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e és 7 irracionalis

Tétel (FGy9.5.1) J

Az e =5 ° ,(1/n!) szam irracionalis.

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva

az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.
De ez az S szumma kisebb, mint >~ 7 | ﬁ = %
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e és 7 irracionalis

Az e =5 ° ,(1/n!) szam irracionalis.

Tétel (FGy9.5.1) J

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva
az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.

De ez az S szumma kisebb, mint >~ 7 | ﬁ = %

(mértani sor).
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e és 7 irracionalis

Tétel (FGy9.5.1) J

Az e =5 ° ,(1/n!) szam irracionalis.

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva
az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.

De ez az S szumma kisebb, mint Ziozl (bil)k = % <1

(mértani sor).
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e és 7 irracionalis

Tétel (FGy9.5.1) J

Az e =5 ((1/n!) szam irracionalis.

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva
az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.
De ez az S szumma kisebb, mint Ziozl (bil)k = % <1
(mértani sor). Vagyis S egész szam,
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e és 7 irracionalis

Az e =5 ((1/n!) szam irracionalis.

Tétel (FGy9.5.1) J

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva
az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.

De ez az S szumma kisebb, mint Ziozl m = % <1

(mértani sor). Vagyis S egész szam, mégis 0 < S < 1. O
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e és 7 irracionalis

Tétel (FGy9.5.1) J

Az e =5 ° ,(1/n!) szam irracionalis.

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva
az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.
De ez az S szumma kisebb, mint Ziozl m = % <1

(mértani sor). Vagyis S egész szam, mégis 0 < S < 1. O

Tétel (FGy9.5.2) J

Az 7 szam irracionalis.




Transzcendens szamok Algebra és szamelmélet 31. eléadas 4/ 16

e és 7 irracionalis

Tétel (FGy9.5.1) J

Az e =5 ° ,(1/n!) szam irracionalis.

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva

az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.
De ez az S szumma kisebb, mint Ziozl m = % <1

(mértani sor). Vagyis S egész szam, mégis 0 < S < 1. O

Tétel (FGy9.5.2) J

Az 7 szam irracionalis.

A bizonyitas 6tlete: Ha m = a/b, ahol a, b egész,
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e és 7 irracionalis

Tétel (FGy9.5.1) J

Az e =5 ° ,(1/n!) szam irracionalis.

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva
az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.
1

De ez az S szumma kisebb, mint Ziozl ey % <1

(mértani sor). Vagyis S egész szam, mégis 0 < S < 1. O
Tétel (FGy9.5.2)

Az 7 szam irracionalis. J

A bizonyitas 6tlete: Ha m = a/b, ahol a, b egész, akkor legyen
p = g2ntl .[01 sin(mx)f(x)dx,
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e és 7 irracionalis

Tétel (FGy9.5.1) J

Az e =5 ° ,(1/n!) szam irracionalis.

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva
az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.
1

De ez az S szumma kisebb, mint Ziozl ey % <1

(mértani sor). Vagyis S egész szam, mégis 0 < S < 1. O
Tétel (FGy9.5.2)

Az 7 szam irracionalis. J

A bizonyitas 6tlete: Ha m = a/b, ahol a, b egész, akkor legyen
P = a®"t1 [Lsin(mx)f(x)dx, ahol f(x) = x"(1 — x)"/nl.
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e és 7 irracionalis

Tétel (FGy9.5.1) J

Az e =5 ((1/n!) szam irracionalis.

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva
az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.

De ez az S szumma kisebb, mint Ziozl (bil)k = % <1

(mértani sor). Vagyis S egész szam, mégis 0 < S < 1. O
Tétel (FGy9.5.2)

Az 7 szam irracionalis. J

A bizonyitas 6tlete: Ha m = a/b, ahol a, b egész, akkor legyen
P = a®"t1 [Lsin(mx)f(x)dx, ahol f(x) = x"(1 — x)"/nl.
Parcialis integralasok sorozataval lathato, hogy P egész.
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e és 7 irracionalis

Tétel (FGy9.5.1) J

Az e =5 ((1/n!) szam irracionalis.

Valéban, tegyiik fol, hogy e = a/b. Ekkor b!-sal szorozva
az egész eb! szam (egész) + > 7, m—val egyenld.
1

De ez az S szumma kisebb, mint Ziozl BrF = % <1

(mértani sor). Vagyis S egész szam, mégis 0 < S < 1. O
Tétel (FGy9.5.2)

Az 7 szam irracionalis. J

A bizonyitas 6tlete: Ha m = a/b, ahol a, b egész, akkor legyen
P = a®"t1 [Lsin(mx)f(x)dx, ahol f(x) = x"(1 — x)"/nl.
Parcialis integralasok sorozataval lathato, hogy P egész.
Masrészt egyszerii becslés adja, hogy 0 < P < 1.
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Transzcendens szam konstrukciéja

Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1),
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Transzcendens szam konstrukciéja

Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet,
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Transzcendens szam konstrukciéja

Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.
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Transzcendens szam konstrukciéja

Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, ﬁ Liouville-szam transzcendens. J
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Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . . J
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Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
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Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
és a, # 0.
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Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
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Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.

N1
Legyen an = > 4y ji
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Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.

N )
Legyen ay = >, ﬁ, és By = a — ay.
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Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = 221:1 ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor

10N+ 8y < 1,
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Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = ZkN:1 ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor

10NFD!=153, < 1, mert ez egy O-val kezd6d6 végtelen tizedestort.
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Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.
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o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = 221:1 ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor

10NFD!=153, < 1, mert ez egy O-val kezd6d6 végtelen tizedestort.
o™ — o = (o — an)(Eg alall)
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Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = 22/:1 ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor

10NFD!=153, < 1, mert ez egy O-val kezd6d6 végtelen tizedestort.
o™ — aff = (o — an)(Xlp 'y ) < (@ — an)(m + 1),
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Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.
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Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = 22/:1 ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor

10NFD!=153, < 1, mert ez egy O-val kezd6d6 végtelen tizedestort.
am™ —af = (a—ayn)(Xrya’al™) < (a —ay)(m+ 1), hiszen
0<a,ay <1.
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0 < «,apy < 1. Ezért a haromszog-egyenlétlenség miatt
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o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = 221:1 ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor

10NFD!=153, < 1, mert ez egy O-val kezd6d6 végtelen tizedestort.
am—af = (a—an)(>", a’d’,{,’f") < (v — ap)(m+ 1), hiszen
0 < «,apy < 1. Ezért a haromszog-egyenlétlenség miatt

() = flan)| < la —anlK,



Transzcendens szamok Algebra és szamelmélet 31. eléadas 5/ 16
Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.
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Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = 22/:1 ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor
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[f(a) — f(an)| <o —an|K, ahol K = "7 olail (i + 1).
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o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = 22/:1 ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor

10NFD!=153, < 1, mert ez egy O-val kezd6d6 végtelen tizedestort.
am™ —af = (a—ayn)(Xrya’al™) < (a —ay)(m+ 1), hiszen
0 < «,apy < 1. Ezért a haromszog-egyenlétlenség miatt

[f(a) — f(an)| <o —an|K, ahol K = "7 olail (i + 1).

Itt f(a) =0
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(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = 22/:1 ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor

10NFD!=153, < 1, mert ez egy O-val kezd6d6 végtelen tizedestort.
am™ —af = (a—ayn)(Xrya’al™) < (a —ay)(m+ 1), hiszen
0 < «,apy < 1. Ezért a haromszog-egyenlétlenség miatt

[f(a) — f(an)| <o —an|K, ahol K = "7 olail (i + 1).

It f(a) =0 és 10"V f(ap) egész szam.
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Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
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Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = Zivzl ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor

10NFD!=153, < 1, mert ez egy O-val kezd6d6 végtelen tizedestort.
am™ —af = (a—ayn)(Xrya’al™) < (a —ay)(m+ 1), hiszen
0 < «,apy < 1. Ezért a haromszog-egyenlétlenség miatt

[f(a) — f(an)| <o —an|K, ahol K = "7 olail (i + 1).

It f(a) =0 és 10"V'f () egész szam. Vagyis

10"Mf (an)| < 10"V By K
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Transzcendens szam konstrukciéja
Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . .

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = Zivzl ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor

10NFD!=153, < 1, mert ez egy O-val kezd6d6 végtelen tizedestort.
am—afl = (a—an)(XTyafay ™) < (o — an)(m+ 1), hiszen
0 < «,apy < 1. Ezért a haromszog-egyenlétlenség miatt

[f(a) — f(an)| <o —an|K, ahol K = "7 olail (i + 1).

It f(a) =0 és 10"V'f () egész szam. Vagyis

10nN!‘f(()(,N)| < 10nN!/3NK < W <1 e|ég nagy N-re.
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Transzcendens szam konstrukciéja

Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . .

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = Zivzl ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor

10NFD!=153, < 1, mert ez egy O-val kezd6d6 végtelen tizedestort.
am™ —af = (a—ayn)(Xrya’al™) < (a —ay)(m+ 1), hiszen
0 < «,apy < 1. Ezért a haromszog-egyenlétlenség miatt

[f(a) — f(an)| <o —an|K, ahol K = "7 olail (i + 1).

It f(a) =0 és 10"V'f () egész szam. Vagyis

10" f(apn)| < 10"V By K < W < 1 elég nagy N-re.
Azaz f(apy) =0,
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Transzcendens szam konstrukciéja

Algebrai szamokat nem lehet kis nevezéjii tortekkel tal jél kdzeliteni
(FGy9.4.1), de az alabbi a-t lehet, mert a sora gyorsan konvergal.

FGy9.42: Az v = > 7, # Liouville-szam transzcendens.
o = 0,110001000000000000000001000.. . . J

Tegyiik fol, hogy f(a) = 0, ahol f(x) = ap + ...+ a,x" € Q[x],
(a nevezdkkel felszorozva feltehets, hogy a; egész), és a, # 0.
Legyen apy = 22/:1 ﬁ, és By = a — aypy. Ekkor
10NFD!=153, < 1, mert ez egy O-val kezd6d6 végtelen tizedestort.
am™—alfl = (a—an)(Xm,alay” N < (o —ap)(m+1), hiszen
0<a,ay < 1. Ezért a haromszog—egyenlétlenség miatt

[f(a) — f(an)| <o —an|K, ahol K = "7 olail (i + 1).
ltt f(a) =0 és 10"V f(ay) egész szém. Vagyis

10"Mf(an)| < 10"V By K < W < 1 elég nagy N-re.
Azaz f(apy) = 0, ami nem teljesiilhet végtelen sok N-re. O
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Négyzetszamok Osszege

Hany négyzetszam Gsszegeként all el6 egy (pozitiv) egész szam?
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Négyzetszamok Osszege

Hany négyzetszam Gsszegeként all el6 egy (pozitiv) egész szam?
Négyzetszam 8-cal osztva O-t, 1-et vagy 4-et ad maradékul.
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Négyzetszamok Osszege

Hany négyzetszam Gsszegeként all el6 egy (pozitiv) egész szam?
Négyzetszam 8-cal osztva O-t, 1-et vagy 4-et ad maradékul.
Ezért harom nem elég a 8k + 7 alakaakhoz.
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Négyzetszamok Osszege

Hany négyzetszam Gsszegeként all el6 egy (pozitiv) egész szam?
Négyzetszam 8-cal osztva O-t, 1-et vagy 4-et ad maradékul.
Ezért harom nem elég a 8k + 7 alaktakhoz.

Lagrange és Jacobi tétele (FGy7.5.3, NB)

Minden n > 0 egész el6all négy négyzetszam Gsszegeként.
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Négyzetszamok Osszege

Hany négyzetszam Gsszegeként all el6 egy (pozitiv) egész szam?
Négyzetszam 8-cal osztva O-t, 1-et vagy 4-et ad maradékul.
Ezért harom nem elég a 8k + 7 alaktakhoz.

Lagrange és Jacobi tétele (FGy7.5.3, NB)

Minden n > 0 egész el6all négy négyzetszam Gsszegeként.
A megoldasok szama paratlan n esetén 8o (n),
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Négyzetszamok Osszege

Hany négyzetszam Gsszegeként all el6 egy (pozitiv) egész szam?
Négyzetszam 8-cal osztva O-t, 1-et vagy 4-et ad maradékul.
Ezért harom nem elég a 8k + 7 alaktakhoz.

Lagrange és Jacobi tétele (FGy7.5.3, NB)

Minden n > 0 egész el6all négy négyzetszam Gsszegeként.
A megoldasok szama paratlan n esetén 8o (n),
paros n-re pedig 24-szer az n paratlan osztéinak dsszege.
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Négyzetszamok Osszege

Hany négyzetszam Gsszegeként all el6 egy (pozitiv) egész szam?
Négyzetszam 8-cal osztva O-t, 1-et vagy 4-et ad maradékul.
Ezért harom nem elég a 8k + 7 alaktakhoz.

Lagrange és Jacobi tétele (FGy7.5.3, NB)

Minden n > 0 egész el6all négy négyzetszam Gsszegeként.
A megoldasok szama paratlan n esetén 8o (n),
paros n-re pedig 24-szer az n paratlan osztéinak dsszege.

Harom négyzetszam tétel (FGy7.5.2, NB)

A 4™(8k + 7) alakt szamok nem allnak el6 harom négyzetszam
Osszegeként,
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Négyzetszamok Osszege

Hany négyzetszam Gsszegeként all el6 egy (pozitiv) egész szam?
Négyzetszam 8-cal osztva O-t, 1-et vagy 4-et ad maradékul.
Ezért harom nem elég a 8k + 7 alaktakhoz.

Lagrange és Jacobi tétele (FGy7.5.3, NB)

Minden n > 0 egész el6all négy négyzetszam Gsszegeként.
A megoldasok szama paratlan n esetén 8o (n),
paros n-re pedig 24-szer az n paratlan osztéinak dsszege.

Harom négyzetszam tétel (FGy7.5.2, NB)

A 4™(8k + 7) alakt szamok nem allnak el6 harom négyzetszam
Osszegeként, a tobbiek igen.
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Négyzetszamok Osszege

Hany négyzetszam Gsszegeként all el6 egy (pozitiv) egész szam?
Négyzetszam 8-cal osztva O-t, 1-et vagy 4-et ad maradékul.
Ezért harom nem elég a 8k + 7 alaktakhoz.

Lagrange és Jacobi tétele (FGy7.5.3, NB)

Minden n > 0 egész el6all négy négyzetszam Gsszegeként.
A megoldasok szama paratlan n esetén 8o (n),
paros n-re pedig 24-szer az n paratlan osztéinak dsszege.

Harom négyzetszam tétel (FGy7.5.2, NB)

A 4™(8k + 7) alakt szamok nem allnak el6 harom négyzetszam
Osszegeként, a tobbiek igen.

Azt, hogy a 4" (8k + 7) alakd szamok nem allnak elé,
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Négyzetszamok Osszege

Hany négyzetszam Gsszegeként all el6 egy (pozitiv) egész szam?
Négyzetszam 8-cal osztva O-t, 1-et vagy 4-et ad maradékul.
Ezért harom nem elég a 8k + 7 alakaakhoz.

Lagrange és Jacobi tétele (FGy7.5.3, NB)

Minden n > 0 egész el6all négy négyzetszam Gsszegeként.
A megoldasok szama paratlan n esetén 8o (n),
paros n-re pedig 24-szer az n paratlan osztéinak dsszege.

Harom négyzetszam tétel (FGy7.5.2, NB)

A 4™(8k + 7) alakt szamok nem allnak el6 harom négyzetszam
Osszegeként, a tobbiek igen.

Azt, hogy a 4" (8k + 7) alakd szamok nem allnak elé,
a 8-cal val6 osztasi maradékok vizsgalataval lathatjuk (HF).
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Négyzetszamok Osszege

Hany négyzetszam Gsszegeként all el6 egy (pozitiv) egész szam?
Négyzetszam 8-cal osztva O-t, 1-et vagy 4-et ad maradékul.
Ezért harom nem elég a 8k + 7 alakaakhoz.

Lagrange és Jacobi tétele (FGy7.5.3, NB)

Minden n > 0 egész el6all négy négyzetszam Gsszegeként.
A megoldasok szama paratlan n esetén 8o (n),
paros n-re pedig 24-szer az n paratlan osztéinak dsszege.

Harom négyzetszam tétel (FGy7.5.2, NB)

A 4™(8k + 7) alakt szamok nem allnak el6 harom négyzetszam
Osszegeként, a tobbiek igen.

Azt, hogy a 4" (8k + 7) alakd szamok nem allnak elé,
a 8-cal val6 osztasi maradékok vizsgalataval lathatjuk (HF).
A masik irany bizonyitasa nagyon nehéz.
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitevéje paros.
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat,
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.



Négyzetszamok &sszegére bontas Algebra és szamelmélet 31. eléadas 7/ 16

A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all els,
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka.
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?

Tegyiik fél, hogy p paratlan prim,
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?

Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = 2 + b
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?
Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

a’> = —b? (p).
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?
Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?

Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor
2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
Ezzel szorozva (ac)? = —(bc)? = —1 (p).
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?
Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
Ezzel szorozva (ac)? = —(bc)?> = —1 (p). Ezért —1 kvadratikus
maradék mod p,
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?
Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
Ezzel szorozva (ac)? = —(bc)?> = —1 (p). Ezért —1 kvadratikus

maradék mod p, és tobbféleképpen is lattuk, hogy p sziikségképpen
4k + 1 alaka.
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?

Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
Ezzel szorozva (ac)? = —(bc)?> = —1 (p). Ezért —1 kvadratikus
maradék mod p, és tobbféleképpen is lattuk, hogy p sziikségképpen
Ak + 1 alaka. Ezért 4k — 1 alaka p esetén p osztja a és b
valamelyikét.
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?

Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
Ezzel szorozva (ac)? = —(bc)?> = —1 (p). Ezért —1 kvadratikus
maradék mod p, és tobbféleképpen is lattuk, hogy p sziikségképpen
Ak + 1 alaka. Ezért 4k — 1 alaka p esetén p osztja a és b
valamelyikét. De ha pl. p | a,
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Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?

Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
Ezzel szorozva (ac)? = —(bc)?> = —1 (p). Ezért —1 kvadratikus
maradék mod p, és tobbféleképpen is lattuk, hogy p sziikségképpen
Ak + 1 alaka. Ezért 4k — 1 alaka p esetén p osztja a és b
valamelyikét. De ha pl. p | a, akkor p | b2,
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Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
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De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?

Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
Ezzel szorozva (ac)? = —(bc)?> = —1 (p). Ezért —1 kvadratikus
maradék mod p, és tobbféleképpen is lattuk, hogy p sziikségképpen
Ak + 1 alaka. Ezért 4k — 1 alaka p esetén p osztja a és b
valamelyikét. De ha pl. p | a, akkor p | b?, ezért p | b,
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?

Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
Ezzel szorozva (ac)? = —(bc)?> = —1 (p). Ezért —1 kvadratikus
maradék mod p, és tobbféleképpen is lattuk, hogy p sziikségképpen
Ak + 1 alaka. Ezért 4k — 1 alaka p esetén p osztja a és b
valamelyikét. De ha pl. p | a, akkor p | b?, ezért p | b, azaz p° | n,
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?

Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
Ezzel szorozva (ac)? = —(bc)?> = —1 (p). Ezért —1 kvadratikus
maradék mod p, és tobbféleképpen is lattuk, hogy p sziikségképpen
Ak + 1 alaka. Ezért 4k — 1 alaka p esetén p osztja a és b
valamelyikét. De ha pl. p | a, akkor p | b?, ezért p | b, azaz p° | n,
és egyszer(isithetiink p’-tel.
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?

Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
Ezzel szorozva (ac)? = —(bc)?> = —1 (p). Ezért —1 kvadratikus
maradék mod p, és tobbféleképpen is lattuk, hogy p sziikségképpen
Ak + 1 alaka. Ezért 4k — 1 alaka p esetén p osztja a és b
valamelyikét. De ha pl. p | a, akkor p | b?, ezért p | b, azaz p° | n,
és egyszeriisithetiink p°-tel. Az eljarast folytatva latjuk, hogy p
kitev6je paros n-ben.
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A két négyzetszam tétel

Tétel (FGy7.5.1)

Az n > 0 pontosan akkor all el6 két négyzetszam dsszegeként,
ha a kanonikus alakjaban a 4k — 1 alaka primek kitev6je paros.

Mivel egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot
adhat, egy 4k — 1 alakd szam nem lehet két négyzetszam Gsszege.
De a 21 sem all el8, pedig 4k + 1 alaka. Mi ennek az oka?

Tegyiik fol, hogy p paratlan prim, és p | n = a2 + b*. Ekkor

2’ = —b? (p). Ha pt a, b, akkor b-nek van egy c inverze mod p.
Ezzel szorozva (ac)? = —(bc)?> = —1 (p). Ezért —1 kvadratikus
maradék mod p, és tobbféleképpen is lattuk, hogy p sziikségképpen
Ak + 1 alaka. Ezért 4k — 1 alaka p esetén p osztja a és b
valamelyikét. De ha pl. p | a, akkor p | b?, ezért p | b, azaz p° | n,
és egyszeriisithetiink p°-tel. Az eljarast folytatva latjuk, hogy p
kitev6je paros n-ben. Ezzel a feltétel sziikségességét belattuk.
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhaté,
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is.



Négyzetszamok &sszegére bontas Algebra és szamelmélet 31. eléadas 8 /16

Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb
gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb

gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.

(1) A Gauss-egészek az a + bi alakt szamok, ahol a, b € Z.
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval

igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb

gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.

(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve.
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval

igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb

gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.

(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval

igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb

gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.

(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.

(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb
gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.
(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.
(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +£1, £/;
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb
gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.
(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.
(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +1, £/; azon elemei G-nek, melyek norméaja 1.
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb

gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.

(1) A Gauss-egészek az a + bi alakt szamok, ahol a, b € Z.

Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”

nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.
(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +1, £/; azon elemei G-nek, melyek norméaja 1.
(3) Ha p egy 4k + 1 alakd prim, akkor —1 kvadratikus maradék
mod p,
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(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +1, £/; azon elemei G-nek, melyek norméaja 1.
(3) Ha p egy 4k + 1 alakd prim, akkor —1 kvadratikus maradék
mod p, ezért p | a°> + 1 = (a+i)(a — i) alkalmas a-ra.
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval

igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb

gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.

(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.

(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +1, £/; azon elemei G-nek, melyek norméaja 1.

(3) Ha p egy 4k + 1 alakd prim, akkor —1 kvadratikus maradék
mod p, ezért p | a°> + 1 = (a+i)(a — i) alkalmas a-ra.
Deptati,
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb
gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.
(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.
(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +1, £/; azon elemei G-nek, melyek norméaja 1.
(3) Ha p egy 4k + 1 alakd prim, akkor —1 kvadratikus maradék
mod p, ezért p | a°> + 1 = (a+i)(a — i) alkalmas a-ra.
De pfa+ i, ezért p nem prim a Gauss-egészek kdzott.
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb
gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.
(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.
(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +1, £/; azon elemei G-nek, melyek norméaja 1.
(3) Ha p egy 4k + 1 alakd prim, akkor —1 kvadratikus maradék
mod p, ezért p | a°> + 1 = (a+i)(a — i) alkalmas a-ra.
De pfa+ i, ezért p nem prim a Gauss-egészek kdzott.
Két konjugalt primre bomlik.
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb
gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.
(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.
(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +1, £/; azon elemei G-nek, melyek norméaja 1.
(3) Ha p egy 4k + 1 alakd prim, akkor —1 kvadratikus maradék
mod p, ezért p | a°> + 1 = (a+i)(a — i) alkalmas a-ra.
De pfa+ i, ezért p nem prim a Gauss-egészek kdzott.
Két konjugalt primre bomlik. Példa: 5= (2 4 /)(2 — /).
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb
gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.
(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.
(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +1, £/; azon elemei G-nek, melyek norméaja 1.
(3) Ha p egy 4k + 1 alakd prim, akkor —1 kvadratikus maradék
mod p, ezért p | a°> + 1 = (a+i)(a — i) alkalmas a-ra.
De pfa+ i, ezért p nem prim a Gauss-egészek kdzott.
Két konjugalt primre bomlik. Példa: 5= (2 4 /)(2 — /).
(4) A 4k — 1 alakd pozitiv primek, mint pl. a 3, a Gauss-egészek
kozott is primek.
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb
gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.
(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.
(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +1, £/; azon elemei G-nek, melyek norméaja 1.
(3) Ha p egy 4k + 1 alakd prim, akkor —1 kvadratikus maradék
mod p, ezért p | a°> + 1 = (a+i)(a — i) alkalmas a-ra.
De pfa+ i, ezért p nem prim a Gauss-egészek kdzott.
Két konjugalt primre bomlik. Példa: 5= (2 4 /)(2 — /).
(4) A 4k — 1 alakd pozitiv primek, mint pl. a 3, a Gauss-egészek
kozétt is primek. Prim még az 1 + 1/,
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb
gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.
(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.
(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +1, £/; azon elemei G-nek, melyek norméaja 1.
(3) Ha p egy 4k + 1 alakd prim, akkor —1 kvadratikus maradék
mod p, ezért p | a°> + 1 = (a+i)(a — i) alkalmas a-ra.
De pfa+ i, ezért p nem prim a Gauss-egészek kdzott.
Két konjugalt primre bomlik. Példa: 5= (2 4 /)(2 — /).
(4) A 4k — 1 alakd pozitiv primek, mint pl. a 3, a Gauss-egészek
kozott is primek. Prim még az 1 + /, és az eddig felsoroltak
asszocialtjai.
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Gauss-primek

A tétel megforditasa a Gauss-egészek G gydiriijének vizsgalataval
igazolhat6, megkapjuk a felbontasok szamat is. Vazoljuk a f6bb
gondolatokat, részletek a FGy-kdnyv 7.4. szakaszaban olvashaték.
(1) A Gauss-egészek az a + bi alaka szamok, ahol a, b € Z.
Euklideszi gyiiriit alkotnak az N(a + bi) = a® + b? ,normara”
nézve. Az o : [ maradékos osztas elvégzésekor a hanyados
az o/ szamhoz legkdzelebbi Gauss-egész lesz.
(2) A norma multiplikativ: N(af3) = N(a)N(/53).
Az egységek +1, £/; azon elemei G-nek, melyek norméaja 1.
(3) Ha p egy 4k + 1 alakd prim, akkor —1 kvadratikus maradék
mod p, ezért p | a°> + 1 = (a+i)(a — i) alkalmas a-ra.
De pfa+ i, ezért p nem prim a Gauss-egészek kdzott.
Két konjugalt primre bomlik. Példa: 5= (2 4 /)(2 — /).
(4) A 4k — 1 alakd pozitiv primek, mint pl. a 3, a Gauss-egészek
kozott is primek. Prim még az 1 + /, és az eddig felsoroltak
asszocialtjai. Mas Gauss-prim nincs.

8 /16
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A megoldasok szama

Az n = x? + y? = (x + yi)(x — yi) dsszefiiggésbe helyettesitsiik
x + Iy kanonikus alakjat a Gauss-egészek kozott.
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Pl. n=90=2-3? -5 esetén
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megoldasainak szama 4(5, +1)... (8, +1)

ha mindegyik ~; paros, és 0 egyébként.

A megoldasszam az (x, y) parok szama, ahol x> + y? = n.
Pl.n=90=2-3% -5esetén a 4-(1+ 1) = 8 megoldas
valéjaban csak egy megoldas:
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Az n = x? + y? = (x + yi)(x — yi) dsszefiiggésbe helyettesitsiik
x + Iy kanonikus alakjat a Gauss-egészek kozott. Konjugalassal
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és n kanonikus alakjaval 6sszevetve a kdvetkezs tételt kapjuk.
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Legyen n kanonikus alakja 2"pf1 pP GG
ahol p; =1 (4) és gj = —1 (4). Ekkor n = x + y?
megoldasainak szama 4(5, +1)... (8, +1)

ha mindegyik ~; paros, és 0 egyébként.

A megoldasszam az (x, y) parok szama, ahol x> + y? = n.
Pl.n=90=2-3% -5esetén a 4-(1+ 1) = 8 megoldas
valéjaban csak egy megoldas: 90 = 81 + 9.
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ha mindegyik ~; paros, és 0 egyébként.

A megoldasszam az (x, y) parok szama, ahol x> + y? = n.
Pl.n=90=2-3% -5esetén a 4-(1+ 1) = 8 megoldas
valéjaban csak egy megoldas: 90 = 81 + 9. Ebbél nyolc agy
keletkezik, hogy a sorrendet és az el&jeleket valtoztatjuk:
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x + Iy kanonikus alakjat a Gauss-egészek kozott. Konjugalassal
x — iy kanonikus alakja is megkaphaté. A kettét sszeszorozva,
és n kanonikus alakjaval 6sszevetve a kdvetkezs tételt kapjuk.

Tétel (FGy7.5.1)

Legyen n kanonikus alakja 2‘*pf1 pP GG
ahol p; =1 (4) és gj = —1 (4). Ekkor n = x + y?
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ha mindegyik ~; paros, és 0 egyébként.

A megoldasszam az (x, y) parok szama, ahol x> + y? = n.
Pl.n=90=2-3% -5esetén a 4-(1+ 1) = 8 megoldas
valéjaban csak egy megoldas: 90 = 81 + 9. Ebbél nyolc agy
keletkezik, hogy a sorrendet és az el&jeleket valtoztatjuk:
(£9, +3) is,
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A megoldasok szama

Az n = x? + y? = (x + yi)(x — yi) dsszefiiggésbe helyettesitsiik
x + Iy kanonikus alakjat a Gauss-egészek kozott. Konjugalassal
x — iy kanonikus alakja is megkaphaté. A kettét sszeszorozva,
és n kanonikus alakjaval 6sszevetve a kdvetkezs tételt kapjuk.

Tétel (FGy7.5.1)

Legyen n kanonikus alakja 2"pf1 pP GG
ahol p; =1 (4) és gj = —1 (4). Ekkor n = x + y?
megoldasainak szama 4(5, +1)... (8, +1)

ha mindegyik ~; paros, és 0 egyébként.

A megoldasszam az (x, y) parok szama, ahol x> + y? = n.
Pl.n=90=2-3% -5esetén a 4-(1+ 1) = 8 megoldas
valéjaban csak egy megoldas: 90 = 81 + 9. Ebbél nyolc agy
keletkezik, hogy a sorrendet és az el&jeleket valtoztatjuk:
(£9,4£3) is, (£3,+9) is 4 — 4 megoldas.
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A Waring problémakor

Definicié (FGy7.6.1, 7.6.3)

Legyen g(k) a legkisebb olyan r, hogy minden pozitiv egész
felirhato legfeljebb r darab teljes k-adik hatvany Gsszegeként,
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egész felirhatd igy.
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G(k) pedig a legkisebb olyan r, hogy minden elég nagy pozitiv
egész felirhatd igy.

Példaul g(2) = G(2) = 4, hiszen 4 négyzetszam minden szamhoz
elegendd, 3 viszont végtelen sokhoz nem elegendé.
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felirhato legfeljebb r darab teljes k-adik hatvany Gsszegeként,
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egész felirhatd igy.

Példaul g(2) = G(2) = 4, hiszen 4 négyzetszam minden szamhoz
elegendd, 3 viszont végtelen sokhoz nem elegendé.
Az sem nyilvanvalé, de igaz, hogy G(k) létezik,
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elegendd, 3 viszont végtelen sokhoz nem elegendé.

Az sem nyilvanvalé, de igaz, hogy G(k) létezik, el6fordulhatna,
hogy egyre nagyobb szamokat
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elegendd, 3 viszont végtelen sokhoz nem elegendé.

Az sem nyilvanvalé, de igaz, hogy G(k) létezik, el6fordulhatna,
hogy egyre nagyobb szamokat csak egyre tdbb k-adik hatvany
Osszegeként lehet felirni.
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Osszegeként lehet felirni.

A G(k) értékek meghatarozasa kis k esetén is igen nehéz.
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Legyen g(k) a legkisebb olyan r, hogy minden pozitiv egész
felirhato legfeljebb r darab teljes k-adik hatvany Gsszegeként,
G(k) pedig a legkisebb olyan r, hogy minden elég nagy pozitiv
egész felirhatd igy.

Példaul g(2) = G(2) = 4, hiszen 4 négyzetszam minden szamhoz
elegendd, 3 viszont végtelen sokhoz nem elegendé.

Az sem nyilvanvalé, de igaz, hogy G(k) létezik, el6fordulhatna,
hogy egyre nagyobb szamokat csak egyre tdbb k-adik hatvany
Osszegeként lehet felirni.

A G(k) értékek meghatarozasa kis k esetén is igen nehéz.
Példaul csak azt tudjuk, hogy 4 < G(3) < 7, viszont G(4) = 16.
Elemien lathato, hogy G(k) > k+1,



Négyzetszamok &sszegére bontas Algebra és szamelmélet 31. eléadas 10 / 16

A Waring problémakor

Definicié (FGy7.6.1, 7.6.3)

Legyen g(k) a legkisebb olyan r, hogy minden pozitiv egész
felirhato legfeljebb r darab teljes k-adik hatvany Gsszegeként,
G(k) pedig a legkisebb olyan r, hogy minden elég nagy pozitiv
egész felirhatd igy.

Példaul g(2) = G(2) = 4, hiszen 4 négyzetszam minden szamhoz
elegendd, 3 viszont végtelen sokhoz nem elegendé.

Az sem nyilvanvalé, de igaz, hogy G(k) létezik, el6fordulhatna,
hogy egyre nagyobb szamokat csak egyre tdbb k-adik hatvany
Osszegeként lehet felirni.

A G(k) értékek meghatarozasa kis k esetén is igen nehéz.

Példaul csak azt tudjuk, hogy 4 < G(3) < 7, viszont G(4) = 16.
Elemien lathatd, hogy G(k) > k+ 1, de pl. G(6) > 9 (FGy7.6.4-5).



Négyzetszamok &sszegére bontas Algebra és szamelmélet 31. eléadas 10 / 16

A Waring problémakor

Definicié (FGy7.6.1, 7.6.3)

Legyen g(k) a legkisebb olyan r, hogy minden pozitiv egész
felirhato legfeljebb r darab teljes k-adik hatvany Gsszegeként,
G(k) pedig a legkisebb olyan r, hogy minden elég nagy pozitiv
egész felirhatd igy.

Példaul g(2) = G(2) = 4, hiszen 4 négyzetszam minden szamhoz
elegendd, 3 viszont végtelen sokhoz nem elegendé.

Az sem nyilvanvalé, de igaz, hogy G(k) létezik, el6fordulhatna,
hogy egyre nagyobb szamokat csak egyre tdbb k-adik hatvany
Osszegeként lehet felirni.

A G(k) értékek meghatarozasa kis k esetén is igen nehéz.

Példaul csak azt tudjuk, hogy 4 < G(3) < 7, viszont G(4) = 16.
Elemien lathatd, hogy G(k) > k+ 1, de pl. G(6) > 9 (FGy7.6.4-5).
Sejtés: g(k) = 2K+ |(3/2)K| — 2 (v&. FGy7.6.2).
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a=ng+mA+...4+n_ 1A (M), és az n; egyértelm. O
Ha ng = 0, akkor A | . Ha ng = +1, akkor az ismert azonossag
miatt n§ = n§ — (AB)* = (no — AB)y (\¥), ahol v € E,

ezért (ng — A3, \F) = 1. O
Végiil ha o = a + b\ + )2, ahol a, b € {0,+£1}, a#06és S €E,
akkor o = (a + b)) = 2% +32%b) + (bA)® (\*), felhasznalva,
hogy \> = —3. De a® = 1 &s b> = b,
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Szamolas mod M\ *

Bizonyitasvazlat. Az elsd allitas kdzvetlen szamolas, példaul
AN=w -0 =w—w’=w(l—w), de w egység. O]
Ezért « = a+ bw = a+ b (1)), vagyis minden Euler-egész
kongruens egy egész szammal, é \ | \> = —3 miatt

{—1,0,1} egyikével is. Megforditva, ha \ | n € Z, akkor

3= N(\) | N(n) = n?, azaz 3 | n. Vagyis a = ng + 8,

ahol np € {—1,0,1} egyértelmd, és igy 5 € E is egyértelmdi.

Az eljarast [3-val folytatva a masodik allitast kapjuk:
a=ng+mA+...4+n_ 1A (M), és az n; egyértelm. O
Ha ng = 0, akkor A | . Ha ng = +1, akkor az ismert azonossag
miatt n§ = n§ — (AB)* = (no — AB)y (\¥), ahol v € E,

ezért (ng — A3, \F) = 1. O
Végiil ha o = a + b\ + )2, ahol a, b € {0,+£1}, a#06és S €E,
akkor o = (a + b)) = 2% +32%b) + (bA)® (\*), felhasznalva,
hogy \> = —3. De a°> = 1 &s b> = b, ezért o = a (\*). O



Euler-egészek Algebra és szamelmélet 31. eléadas 14 / 16

Fermat-sejtés, n = 3 eset™®

Kébszam 9-cel osztva, 0-t, 1-et, vagy —1-et adhat maradékul.
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E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel ) { x, lattuk, hogy x* = +1 (A\*).
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feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f=0(N).
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E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f.
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*),
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
&5\ | —(g/e)7 =3 —
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).
Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim,
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).
Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e1/\x13,
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).
Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e1/\x13, X —wy = f1/\y13,
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).
Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).
Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre.
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és osszeadva 1 + w + w? = 0 miatt
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva 1+ w + w? = 0 miatt 0 = e;x; + whyP + w’g1z;.
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva 1+ w + w? = 0 miatt 0 = e;x; + whyP + w’g1z;.
Ez olyan egyenlet, mint amibél kiindultunk.
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva 1+ w + w? = 0 miatt 0 = e;x; + whyP + w’g1z;.
Ez olyan egyenlet, mint amibél kiindultunk. Mivel \° | z3,
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva 1+ w + w? = 0 miatt 0 = e;x; + whyP + w’g1z;.
Ez olyan egyenlet, mint amibsl kiindultunk. Mivel \° | 23, ezért

A | xuy1zi,
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva 1+ w + w? = 0 miatt 0 = e;x; + whyP + w’g1z;.
Ez olyan egyenlet, mint amibsl kiindultunk. Mivel \° | 23, ezért

A ‘ X1y121, p|. A ’ Z1,
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva 1+ w + w? = 0 miatt 0 = e;x; + whyP + w’g1z;.
Ez olyan egyenlet, mint amibsl kiindultunk. Mivel \° | 23, ezért

A ‘ X1y121, p|. A ’ Z1, de akkor /\le
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva 1+ w + w? = 0 miatt 0 = e;x; + whyP + w’g1z;.
Ez olyan egyenlet, mint amibsl kiindultunk. Mivel \° | 23, ezért

A ‘ X1y121, p|. A ’ Z1, de akkor /\le (éS yl),
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A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva 1+ w + w? = 0 miatt 0 = e;x; + whyP + w’g1z;.
Ez olyan egyenlet, mint amibsl kiindultunk. Mivel \° | 23, ezért

A xiy1z1, pl. A | z1, de akkor A f x3 (és y1), hiszen (z1,x1) = 1.



Euler-egészek Algebra és szamelmélet 31. eléadas 15 / 16

A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva 1+ w + w? = 0 miatt 0 = e;x; + whyP + w’g1z;.
Ez olyan egyenlet, mint amibsl kiindultunk. Mivel \° | 23, ezért

A xiy1z1, pl. A | z1, de akkor A f x3 (és y1), hiszen (z1,x1) = 1.
De ha \* | z,



Euler-egészek Algebra és szamelmélet 31. eléadas 15 / 16

A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva 1+ w + w? = 0 miatt 0 = e;x; + whyP + w’g1z;.
Ez olyan egyenlet, mint amibsl kiindultunk. Mivel \° | 23, ezért

A xiy1z1, pl. A | z1, de akkor A f x3 (és y1), hiszen (z1,x1) = 1.
De ha \* | z;, akkor Az} | z® miatt A< | z,



Euler-egészek Algebra és szamelmélet 31. eléadas 15 / 16

A Fermat-tétel n = 3 esetének bizonyitasa*

Kicsit altalanosabban, belatjuk, hogy ha e, f, g Euler-egységek,
akkor az ex® + fy® + gz°> = 0 egyenletnek nincs olyan megoldasa
E-ben, ahol A | z, de A\ { x,y. Most is elég alapmegoldast keresni,
tegyiik fel, hogy A kitev6je z-ben a fenti megoldasban a legkisebb.
Mivel \ 1 x, lattuk, hogy x® = 41 (\*). Az x helyett —x-et irva
feltehets, hogy x® = 1 (\*), és hasonléan y-ra is. De \* | 23, igy
e+ f =0 (). Az egységek paronként inkongruensek mod \?,
ezért e = —f. Visszahelyettesitve e — e + gz°> = 0 (\*), igy \? | z,
s\ | —(g/e)z® = x* — y* = (x — y)(x — wy)(x — w?y).

Lattuk, hogy a harom tényez8 A-val osztas utan paronként relativ
prim, ezért x — y = e;\x}, x —wy = ANy, x —wly = g1z}
alkalmas ey, f1, g1 egységekre. Az 1, w, w? egyiitthatékkal szorozva
és Osszeadva 1+ w + w? = 0 miatt 0 = e;x; + whyP + w’g1z;.
Ez olyan egyenlet, mint amibsl kiindultunk. Mivel \° | 23, ezért

A xiy1z1, pl. A | z1, de akkor A f x3 (és y1), hiszen (z1,x1) = 1.
De ha \* | z;, akkor A\z{ | z® miatt AT | z, ellentmondas. O



Euler-egészek Algebra és szamelmélet 31. eléadas 16 / 16

A 31. el6adas 6sszefoglalasa

Fogalmak
Algebrai és transzcendens szam (FGy9.1.1, K5.10.8).
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