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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)
Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p.
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1,
akkor van olyan 0 < k < p — 2, hogy gk = a (p).
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1,
akkor van olyan 0 < k < p — 2, hogy g = a (p). Ennek neve

az a diszkrét logaritmusa mod g,
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1,
akkor van olyan 0 < k < p — 2, hogy g = a (p). Ennek neve

az a diszkrét logaritmusa mod g, jele log, ,(a).
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1,
akkor van olyan 0 < k < p — 2, hogy g = a (p). Ennek neve

az a diszkrét logaritmusa mod g, jele log, ,(a).

Mivel o,(g) =p—1,
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1,
akkor van olyan 0 < k < p — 2, hogy g = a (p). Ennek neve
az a diszkrét logaritmusa mod g, jele log, ,(a).

Mivel o,(g) = p — 1, ezért g~ = g" (p) akkor és csak akkor,
ha k — 7 jé kitevoje g-nek,
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1,
akkor van olyan 0 < k < p — 2, hogy g = a (p). Ennek neve
az a diszkrét logaritmusa mod g, jele log, ,(a).

Mivel o,(g) = p — 1, ezért g~ = g" (p) akkor és csak akkor,
ha k — 0 j6 kitevdje g-nek, azaz ha k =/ (p — 1).
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1,
akkor van olyan 0 < k < p — 2, hogy g = a (p). Ennek neve
az a diszkrét logaritmusa mod g, jele log, ,(a).

Mivel o,(g) = p — 1, ezért g~ = g" (p) akkor és csak akkor,
ha k — 0 j6 kitevéje g-nek, azaz ha k =/ (p — 1). Ezért
a diszkrét logaritmus mod p — 1 lesz egyértelmd.
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1,
akkor van olyan 0 < k < p — 2, hogy g“ = a (p). Ennek neve
az a diszkrét logaritmusa mod g, jele log, ,(a).

Mivel o,(g) = p — 1, ezért g~ = g" (p) akkor és csak akkor,

ha k — 0 j6 kitevéje g-nek, azaz ha k =/ (p — 1). Ezért

a diszkrét logaritmus mod p — 1 lesz egyértelmii. A ra vonatkozé
azonossagok ugyanazok, mint a kozonséges logaritmuséi.
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1,
akkor van olyan 0 < k < p — 2, hogy g“ = a (p). Ennek neve
az a diszkrét logaritmusa mod g, jele log, ,(a).

Mivel o,(g) = p — 1, ezért g~ = g" (p) akkor és csak akkor,

ha k — 0 j6 kitevéje g-nek, azaz ha k =/ (p — 1). Ezért

a diszkrét logaritmus mod p — 1 lesz egyértelmii. A ra vonatkozé
azonossagok ugyanazok, mint a kozonséges logaritmuséi.

Mindez elmondhaté minden olyan m modulusra, amire nézve

van primitiv gyok.
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)
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azonossagok ugyanazok, mint a kozonséges logaritmuséi.

Mindez elmondhaté minden olyan m modulusra, amire nézve

van primitiv gyok. Ekkor p — 1 helyett (m) szerepel.
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1,
akkor van olyan 0 < k < p — 2, hogy g“ = a (p). Ennek neve
az a diszkrét logaritmusa mod g, jele log, ,(a).

Mivel o,(g) = p — 1, ezért g~ = g" (p) akkor és csak akkor,

ha k — 0 j6 kitevéje g-nek, azaz ha k =/ (p — 1). Ezért

a diszkrét logaritmus mod p — 1 lesz egyértelmii. A ra vonatkozé
azonossagok ugyanazok, mint a kozonséges logaritmuséi.

Mindez elmondhaté minden olyan m modulusra, amire nézve
van primitiv gyok. Ekkor p — 1 helyett (m) szerepel.

A diszkrét logaritmust néha indexnek is hivjak.
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Diszkrét logaritmus

Definicié (FGy3.4.1)

Legyen p rogzitett prim és g primitiv gyok mod p. Ha (a,p) = 1,
akkor van olyan 0 < k < p — 2, hogy g“ = a (p). Ennek neve
az a diszkrét logaritmusa mod g, jele log, ,(a).

Mivel o,(g) = p — 1, ezért g~ = g" (p) akkor és csak akkor,

ha k — 0 j6 kitevéje g-nek, azaz ha k =/ (p — 1). Ezért

a diszkrét logaritmus mod p — 1 lesz egyértelmii. A ra vonatkozé
azonossagok ugyanazok, mint a kozonséges logaritmuséi.

Mindez elmondhaté minden olyan m modulusra, amire nézve
van primitiv gyok. Ekkor p — 1 helyett (m) szerepel.

A diszkrét logaritmust néha indexnek is hivjak.

Példa
Ha p = 7, akkor logs 7(4) = 4 és logz 7(5) = 5. J




Binom kongruencidk Algebra és szamelmélet 28. elbadds 3/12

Binom kongruencidk

Tétel (FGy3.5.1)
Legyen p prim és (a,p) = 1.
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Binom kongruencidk

Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a, p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~1)/(kP=1) = 1 (p).
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Binom kongruencidk

Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a, p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~ -1)/(kp=1) = 1 (p).

llyenkor a mod p megolddsok szdma (k,p — 1).
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Binom kongruencidk

Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a, p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~1)/(kP=1) = 1 (p).

llyenkor a mod p megolddsok szama (k. p — )
A megoldhatésdg azzal ekvivalens, hogy (k,p — 1) | log, ,(a).
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Binom kongruencidk

Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a,p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~1)/(kP=1) = 1 (p).

llyenkor a mod p megolddsok szama (k. p — )
A megoldhatésdg azzal ekvivalens, hogy (k,p — 1) | log, ,(a).

Diszkrét logaritmust haszndlunk. Legyen g primitiv gyok mod p,
ésa=g" (p),
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Legyen p prim és (a,p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~1)/(kP=1) = 1 (p).

llyenkor a mod p megolddsok szama (k. p — )
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Diszkrét logaritmust haszndlunk. Legyen g primitiv gyok mod p,
és a=g" (p), azaz m = log, ,(a),
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Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a,p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~1)/(kP=1) = 1 (p).

llyenkor a mod p megolddsok szama (k. p — )
A megoldhatésdg azzal ekvivalens, hogy (k,p — 1) | log, ,(a).

Diszkrét logaritmust haszndlunk. Legyen g primitiv gyok mod p,
és a=g" (p), azaz m = log, ,(a), tovdbbd y = log, ,(x).
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Binom kongruencidk

Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a, p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~1)/(kP=1) = 1 (p).

llyenkor a mod p megolddsok szama (k. p — )
A megoldhatésdg azzal ekvivalens, hogy (k,p — 1) | log, ,(a).

Diszkrét logaritmust haszndlunk. Legyen g primitiv gyok mod p,
és a=g" (p), azaz m = log, ,(a), tovdbbd y = log, ,(x).
Ekkor (g”) = g™ (p) azzal ekvivalens, hogy yk = m (p — 1).
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Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a,p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~1)/(kP=1) = 1 (p).

llyenkor a mod p megolddsok szama (k. p — )
A megoldhatésdg azzal ekvivalens, hogy (k,p — 1) | log, ,(a).

Diszkrét logaritmust haszndlunk. Legyen g primitiv gyok mod p,
és a=g" (p), azaz m = log, ,(a), tovdbbd y = log, ,(x).
Ekkor (g”) = g™ (p) azzal ekvivalens, hogy yk = m (p — 1).
Ez a linearis kongruencia akkor oldhaté meg, ha (k,p — 1) | m,
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Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a,p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~1)/(kP=1) = 1 (p).
llyenkor a mod p megolddsok szdma (k,p — 1).

A megoldhatésdg azzal ekvivalens, hogy (k,p — 1) | log, ,(a).

Diszkrét logaritmust haszndlunk. Legyen g primitiv gyok mod p,
és a=g" (p), azaz m = log, ,(a), tovdbbd y = log, ,(x).
Ekkor (g”) = g™ (p) azzal ekvivalens, hogy yk = m (p — 1).
Ez a linearis kongruencia akkor oldhaté meg, ha (k,p — 1) | m,
és ilyenkor a mod p — 1 megoldasok szama (k, p — 1).

Egy b pontosan akkor megoldas, ha g” megoldasa az eredeti
kongruencidnak,
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Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a,p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~1)/(kP=1) = 1 (p).
llyenkor a mod p megolddsok szdma (k,p — 1).

A megoldhatésdg azzal ekvivalens, hogy (k,p — 1) | log, ,(a).
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Ekkor (g”) = g™ (p) azzal ekvivalens, hogy yk = m (p — 1).
Ez a linearis kongruencia akkor oldhaté meg, ha (k,p — 1) | m,
és ilyenkor a mod p — 1 megoldasok szama (k, p — 1).

Egy b pontosan akkor megoldas, ha g” megoldasa az eredeti
kongruencidnak, tehat x* = a (p) megoldasszama is (k,p — 1).



Binom kongruencidk Algebra és szamelmélet 28. elbadds 3/12

Binom kongruencidk

Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a,p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~1)/(kP=1) = 1 (p).
llyenkor a mod p megolddsok szdma (k,p — 1).

A megoldhatésdg azzal ekvivalens, hogy (k,p — 1) | log, ,(a).
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Ez a linearis kongruencia akkor oldhaté meg, ha (k,p — 1) | m,
és ilyenkor a mod p — 1 megoldasok szama (k, p — 1).

Egy b pontosan akkor megoldas, ha g” megoldasa az eredeti
kongruencidnak, tehat x* = a (p) megoldasszama is (k,p — 1).
Végiil alP~1)/(kp=1) = 1 (p) azzal ekvivalens, hogy
m(p—1)/(k,p—1) j6 kitevdje g-nek,
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Binom kongruencidk

Tétel (FGy3.5.1)

Legyen p prim és (a,p) = 1. Az x¥ = a (p) binom kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha a(P~1)/(kP=1) = 1 (p).
llyenkor a mod p megolddsok szdma (k,p — 1).

A megoldhatésdg azzal ekvivalens, hogy (k,p — 1) | log, ,(a).

Diszkrét logaritmust haszndlunk. Legyen g primitiv gyok mod p,
és a=g" (p), azaz m = log, ,(a), tovdbbd y = log, ,(x).

Ekkor (g”) = g™ (p) azzal ekvivalens, hogy yk = m (p — 1).

Ez a linearis kongruencia akkor oldhaté meg, ha (k,p — 1) | m,

és ilyenkor a mod p — 1 megoldasok szama (k, p — 1).

Egy b pontosan akkor megoldas, ha g” megoldasa az eredeti
kongruencidnak, tehat x* = a (p) megoldasszama is (k,p — 1).
Végiil alP~1)/(kp=1) = 1 (p) azzal ekvivalens, hogy
m(p—1)/(k,p—1) j6 kitevdje g-nek, azaz p — 1-gyel oszthaté. [
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Hatvanymaradékok

Ha p prim, akkor a k-adik hatvanymaradékok a teljes k-adik
hatvanyok maradékai mod p,
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Hatvanymaradékok

Ha p prim, akkor a k-adik hatvanymaradékok a teljes k-adik
hatvanyok maradékai mod p, de a nullat nem tekintjuk
hatvanymaradéknak.
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Hatvanymaradékok

Ha p prim, akkor a k-adik hatvanymaradékok a teljes k-adik
hatvanyok maradékai mod p, de a nullat nem tekintjuk
hatvanymaradéknak. Szamuk (p — 1)/(k,p — 1).
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Hatvanymaradékok

Ha p prim, akkor a k-adik hatvanymaradékok a teljes k-adik
hatvanyok maradékai mod p, de a nullat nem tekintjuk
hatvanymaradéknak. Szamuk (p — 1)/(k,p —1). A tobbi
nem nulla mod p maradék neve: k-adik hatvany-nemmaradék.
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Hatvanymaradékok

Ha p prim, akkor a k-adik hatvanymaradékok a teljes k-adik
hatvanyok maradékai mod p, de a nullat nem tekintjuk
hatvanymaradéknak. Szamuk (p — 1)/(k,p —1). A tobbi
nem nulla mod p maradék neve: k-adik hatvany-nemmaradék.
(FGy3.5.2-3-ban egy alternativ leszdml3lds van.)
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Hatvanymaradékok

Ha p prim, akkor a k-adik hatvanymaradékok a teljes k-adik
hatvanyok maradékai mod p, de a nullat nem tekintjuk
hatvanymaradéknak. Szamuk (p — 1)/(k,p —1). A tobbi
nem nulla mod p maradék neve: k-adik hatvany-nemmaradék.
(FGy3.5.2-3-ban egy alternativ leszdml3lds van.)

Az a akkor lesz k-adik hatvanymaradék, ha x* = a (p) megoldhatd.
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Hatvanymaradékok

Ha p prim, akkor a k-adik hatvanymaradékok a teljes k-adik
hatvanyok maradékai mod p, de a nullat nem tekintjuk
hatvanymaradéknak. Szamuk (p — 1)/(k,p —1). A tobbi
nem nulla mod p maradék neve: k-adik hatvany-nemmaradék.
(FGy3.5.2-3-ban egy alternativ leszdml3lds van.)

Az a akkor lesz k-adik hatvanymaradék, ha x* = a (p) megoldhatd.
Az el6z0 tétel szerint a k-adik hatvanymaradékok azok, amelyek
indexe (k, p — 1)-gyel oszthatd.
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Hatvanymaradékok

Ha p prim, akkor a k-adik hatvanymaradékok a teljes k-adik
hatvanyok maradékai mod p, de a nullat nem tekintjuk
hatvanymaradéknak. Szamuk (p — 1)/(k,p —1). A tobbi
nem nulla mod p maradék neve: k-adik hatvany-nemmaradék.
(FGy3.5.2-3-ban egy alternativ leszdml3lds van.)

Az a akkor lesz k-adik hatvanymaradék, ha x* = a (p) megoldhatd.
Az el6z0 tétel szerint a k-adik hatvanymaradékok azok, amelyek
indexe (k, p — 1)-gyel oszthaté. Tekintsiik az x - x* (p)
fliggvényt, ahol (x,p) = 1.
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Hatvanymaradékok

Ha p prim, akkor a k-adik hatvanymaradékok a teljes k-adik
hatvanyok maradékai mod p, de a nullat nem tekintjuk
hatvanymaradéknak. Szamuk (p — 1)/(k,p —1). A tobbi
nem nulla mod p maradék neve: k-adik hatvany-nemmaradék.
(FGy3.5.2-3-ban egy alternativ leszdml3lds van.)

Az a akkor lesz k-adik hatvanymaradék, ha x* = a (p) megoldhatd.
Az el6z0 tétel szerint a k-adik hatvanymaradékok azok, amelyek
indexe (k, p — 1)-gyel oszthaté. Tekintsiik az x - x* (p)
fliggvényt, ahol (x, p) = 1. Ennek képe a k-adik
hatvanymaradékok halmaza,
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Hatvanymaradékok

Ha p prim, akkor a k-adik hatvanymaradékok a teljes k-adik
hatvanyok maradékai mod p, de a nullat nem tekintjuk
hatvanymaradéknak. Szamuk (p — 1)/(k,p —1). A tobbi
nem nulla mod p maradék neve: k-adik hatvany-nemmaradék.
(FGy3.5.2-3-ban egy alternativ leszdml3lds van.)

Az a akkor lesz k-adik hatvanymaradék, ha x* = a (p) megoldhatd.
Az el6z0 tétel szerint a k-adik hatvanymaradékok azok, amelyek
indexe (k, p — 1)-gyel oszthaté. Tekintsiik az x - x* (p)
fliggvényt, ahol (x, p) = 1. Ennek képe a k-adik
hatvanymaradékok halmaza, ezért elég megmutatni, hogy
mindegyiket (k, p — 1)-szer kapjuk meg.
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b* = d = c* (p) akkor és csak akkor, ha a = bc~t-re 2 =1 (p),
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adott c-hez tényleg (k, p — 1) megfeleld b tartozik. Ol
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Euler-lemma

Definicio (ng4.1.1)
A kvadratikus maradékok és nemmaradékok a k-adik
hatvanymaradékok, illetve nemmaradékok, amikor k = 2.
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Ha a kvadratikus maradék, akkor x* = a (p)-nek 2 megolddsa van.
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Legendre-szimbdlum

Definicié (FGy4.1.3)

a

Legyen <5) =1, ha a kvadratikus maradék mod p, —1 ha nem,
és 0, hap]a.
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Legyen (%) =1, ha a kvadratikus maradék mod p, —1 ha nem,
és 0, ha p | a. Ez a Legendre szimbdlum (p paratlan prim).

Az Euler-lemma szerint (2) = aP=1/2 (p).
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Definicié (FGy4.1.3)

Legyen (%) =1, ha a kvadratikus maradék mod p, —1 ha nem,
és 0, ha p | a. Ez a Legendre szimbdlum (p paratlan prim).

Az Euler-lemma szerint (2) = aP=1/2 (p). gy igaz a kévetkezb.

a
P

Tétel (FGy4.1.4)

Tegyiik fel, hogy p pératlan prim.
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(1) Ha a= b (p), akkor (%) = (g).
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Legendre-szimbdlum

Definicié (FGy4.1.3)

Legyen (%) =1, ha a kvadratikus maradék mod p, —1 ha nem,
és 0, ha p | a. Ez a Legendre szimbdlum (p paratlan prim).

Az Euler-lemma szerint (2) = aP=1/2 (p). gy igaz a kévetkezb.

a

p
Tétel (FGy4.1.4)
Tegyiik fel, hogy p pératlan prim.
(1) Ha a= b (p), akkor (2) = ().

2 @) =3®.
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Legendre-szimbdlum

Definicié (FGy4.1.3)

Legyen (I%) =1, ha a kvadratikus maradék mod p, —1 ha nem,
és 0, ha p | a. Ez a Legendre szimbdlum (p paratlan prim).

Az Euler-lemma szerint (%) = alP=1)/2 (p). igy igaz a kdvetkezd.
Tétel (FGy4.1.4)

Tegyiik fel, hogy p pératlan prim.
(1) Ha a= b (p), akkor (%) = (g).
2 &) =66

(3) A —1 a 4k + 1 alakd primekre lesz kvadratikus maradék. [l

v
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Definicié (FGy4.1.3)

Legyen (I%) =1, ha a kvadratikus maradék mod p, —1 ha nem,
és 0, ha p | a. Ez a Legendre szimbdlum (p paratlan prim).

Az Euler-lemma szerint (%) = alP=1)/2 (p). igy igaz a kdvetkezd.
Tétel (FGy4.1.4)

Tegyiik fel, hogy p pératlan prim.

_ a\ _ (b
(1) Ha a= b (p), akkor (5) = (E)'
ab a\ (b
2 ) =66
(3) A —1 a 4k + 1 alakd primekre lesz kvadratikus maradék. [l

v

HF: Vezessiik le a Wilson-tételbdl is, hogy —1 kvadratikus maradék
a 4k + 1 alakd primekre.
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Definicié (FGy4.1.3)

Legyen (%) =1, ha a kvadratikus maradék mod p, —1 ha nem,
és 0, ha p | a. Ez a Legendre szimbdlum (p paratlan prim).

Az Euler-lemma szerint (%) = alP=1)/2 (p). igy igaz a kdvetkezd.
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Tegyiik fel, hogy p pératlan prim.

(1) Ha a= b (p), akkor (%) = (g).
2 &) =66

(3) A —1 a 4k + 1 alakd primekre lesz kvadratikus maradék. [l

v

HF: Vezessuk le a Wilson-tételbdl is, hogy —1 kvadratikus maradék
a 4k + 1 alakd primekre. Otlet: A (p — 1)! szorzatban parositsunk
minden szamot az ellentettjével.
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Kvadratikus reciprocitds

Tétel (Gauss, lasd FGy4.2.3), NB

Ha p # g pdaratlan primek, akkor (p) = (—1)%1%1 (q)
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Ha p paratlan prim, akkor <) = (—1)pT
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Ha p # g pdaratlan primek, akkor (p) = (—1)’%1%1 ()

Tétel (FGy4.2.2, NB)

pass

2 _
Ha p paratlan prim, akkor <> =(-1)"7=% .
p

Azaz 2 akkor lesz kvadratikus maradék mod p, ha p = +1 (8).

V

A reciprocitasi tétel nehéz, Gauss maga nyolc kiilonbozé bizonyitast

adott r3,
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Tétel (FGy4.2.2, NB)

p?—1

2 _
Ha p paratlan prim, akkor <> =(-1)"s
p

Azaz 2 akkor lesz kvadratikus maradék mod p, ha p = +1 (8).

V

A reciprocitasi tétel nehéz, Gauss maga nyolc kiilonbozé bizonyitast
adott ra, az egyik a Freud—Gyarmati-konyvben olvashaté.
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V
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adott ra, az egyik a Freud—Gyarmati-konyvben olvashaté. Mi egy
késobbi kurzus keretében egy elegans bizonyitast fogunk latni,
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Tétel (Gauss, lasd FGy4.2.3), NB

Ha p # g paratlan primek, akkor <p>

Tétel (FGy4.2.2, NB)

p>—1

2 _
Ha p paratlan prim, akkor <> =(-1)"s
p

Azaz 2 akkor lesz kvadratikus maradék mod p, ha p = +1 (8).

V

A reciprocitasi tétel nehéz, Gauss maga nyolc kiilonbozé bizonyitast
adott ra, az egyik a Freud—Gyarmati-konyvben olvashaté. Mi egy
késobbi kurzus keretében egy elegans bizonyitast fogunk latni,
amely Gauss-Osszegeken,
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Kvadratikus reciprocitds

Tétel (Gauss, lasd FGy4.2.3), NB

Ha p # g paratlan primek, akkor <p>

Tétel (FGy4.2.2, NB)

p>—1

2
Ha p pératlan prim, akkor <> =(-1)"s
p

Azaz 2 akkor lesz kvadratikus maradék mod p, ha p = +1 (8).

V

A reciprocitasi tétel nehéz, Gauss maga nyolc kiilonbozé bizonyitast
adott ra, az egyik a Freud—Gyarmati-konyvben olvashaté. Mi egy
késobbi kurzus keretében egy elegans bizonyitast fogunk latni,
amely Gauss-Osszegeken, és a véges testek tulajdonsagain alapszik.
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Ezért a kongruencia megoldhatd. Az eredmény x = +14 (79),
de a megoldast a fenti eljards nem adja meg.
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Megoldhaté-e az x* = 38 (79) kongruencia? )
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Ezért a kongruencia megoldhaté. Az eredmény x = +£14 (79),
de a megoldast a fenti eljards nem adja meg.
Probléma: Fel tudjuk-e a ,,szaml3lét” primekre bontani?

Definicié (FGy4.3.1)

Ha az m > 1 paratlan szdm a nem feltétleniil kiilonbozé ps, .. ., px
primek szorzata, akkor legyen (%) = (pi'l) L (pik)

Ez a kiterjesztés a Jacobi-szimbdlum,
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Példa a reciprocitdsi tétel hasznalatara

Megoldhaté-e az x* = 38 (79) kongruencia? )

B)- G- ()
o 3= (B) - ) -

Ezért a kongruencia megoldhaté. Az eredmény x = +£14 (79),
de a megoldast a fenti eljards nem adja meg.
Probléma: Fel tudjuk-e a ,,szaml3lét” primekre bontani?

Definicié (FGy4.3.1)

Ha az m > 1 paratlan szdm a nem feltétleniil kiilonbozé ps, .. ., px
primek szorzata, akkor legyen (%) = (pi’l) L (pik)

Ez a kiterjesztés a Jacobi-szimbdlum, segit a faktorizacié-probléman.
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Tegylik fel, hogy m, n > 1 paratlan szamok. Ekkor

(1) Ha 2= b (m), akbor (2) = (),
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Tétel (FGy4.3.2)

Tegylik fel, hogy m, n > 1 paratlan szamok. Ekkor
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® (3)- (D()

-G
=55

g (;) —

(T) (ha (m, n) # 1, akkor mindkettd 0).
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E szabdlyok formalisan, azonnal kovetkeznek a
Legendre-szimbdlum tulajdonsagaibdl.
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Tétel (FGy4.3.2)
Tegylik fel, hogy m, n > 1 paratlan szamok. Ekkor

(1) Ha 2= b (m), akbor (2) = (),
@ ()= () )« ()= () )
® (5)=-07& () -7
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V.
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|épéseiben hasznaljuk Oket.
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A Jacobi-szimbdlum tulajdonsagai

Tétel (FGy4.3.2)
Tegylik fel, hogy m, n > 1 paratlan szamok. Ekkor

(1) Ha 2= b (m), akbor (2) = (),
@ ()= () )« ()= () )
® (5)=-07& () -7

(4) (Z’) = (- (Z’) (ha (m, n) # 1, akkor mindkettd 0).

V.
E szabdlyok formalisan, azonnal kovetkeznek a

Legendre-szimbdlum tulajdonsdgaibdl. Csak a szdmolds ,, kozbiilsd”
|épéseiben hasznaljuk oket. Példaul (;—11) =1,
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A Jacobi-szimbdlum tulajdonsagai

Tétel (FGy4.3.2)
Tegylik fel, hogy m, n > 1 paratlan szamok. Ekkor

(1) Ha 2= b (m), akbor (2) = (),
@ ()= () )« ()= () )
® (5)=-07& () -7

28. elbadds

(-1)z = (T) (ha (m, n) # 1, akkor mindketté 0).

4

E szabdlyok formalisan, azonnal kovetkeznek a

Legendre-szimbdlum tulajdonsdgaibdl. Csak a szdmolds ,, kozbiilsd”
|épéseiben hasznaljuk oket. Példaul (;—11) =1,dex?>=—

nem oldhaté meg.

(21)
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A Jacobi-szimbdélumok hasznalata

Megoldhaté-e az x*> = 4183 (8377) kongruencia? Itt 8377 prim. J
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A Jacobi-szimbdélumok hasznalata

Megoldhaté-e az x*> = 4183 (8377) kongruencia? Itt 8377 prim. J

(sm) = (1) = (ass) = () = (2) - (5) -

= 3 = —1, tehdt nem oldhaté meg.
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A Jacobi-szimbdélumok hasznalata

Megoldhaté-e az x*> = 4183 (8377) kongruencia? Itt 8377 prim. J

(657) - (38) - ) =(39)-6) = 3) -

-1
1, tehdt nem oldhaté meg. Valdjaban 4183 = 47 - 89,

-\ 3
de ezt nem kellett észrevennunk,
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Kvadratikus maradékok

A Jacobi-szimbdélumok hasznalata

Megoldhaté-e az x*> = 4183 (8377) kongruencia? Itt 8377 prim. J

) - () ) =) ()= )

-1
= —1, tehat nem oldhaté meg. Valdjaban 4183 = 47 - 89,

=5 =
de ezt nem kellett észrevenniink, ez a Jacobi-szimbélumok eldnye.
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A Jacobi-szimbdlumok haszndlata
Megoldhaté-e az x> = 4183 (8377) kongruencia? Itt 8377 prim. )

) - () ) =) ()= )

= —1, tehat nem oldhaté meg. Valdjaban 4183 = 47 - 89,

3
de ezt nem kellett észrevenniink, ez a Jacobi-szimbélumok eldnye.

Areciprocitasi tétel alkalmazadsaként beldtjuk a Pepin-teszt allitdsat.
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Megoldhaté-e az x> = 4183 (8377) kongruencia? Itt 8377 prim. )
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-1

= | — | = —1, tehdt nem oldhaté meg. Valdjdban 4183 = 47 - 89,

3
de ezt nem kellett észrevenniink, ez a Jacobi-szimbélumok eldnye.

Areciprocitasi tétel alkalmazadsaként beldtjuk a Pepin-teszt allitdsat.

Allitas
Ha F,=22"+1>5 Fermat-prim, akkor a 3 primitiv gyok mod F,.




Kvadratikus maradékok Algebra és szamelmélet 28. el6adas 10 / 12

A Jacobi-szimbdélumok hasznalata

Megoldhaté-e az x> = 4183 (8377) kongruencia? Itt 8377 prim. )

4183\  (8377\ ([ 11 \ (4183 3\ _ /11\
8377) \4183) \4183)  \ 11 1) \3)
3) = —1, tehat nem oldhaté meg. Valdjaban 4183 = 47 - 89,

de ezt nem kellett észrevenniink, ez a Jacobi-szimbélumok eldnye.

Areciprocitasi tétel alkalmazadsaként beldtjuk a Pepin-teszt allitdsat.
Allitas
Ha F, = 2°" 41 > 5 Fermat-prim, akkor a 3 primitiv gyok mod F,.

Pepin-teszt (FGy5.2.2)
Az F, = 2" +1 > 5 pontosan akkor prim, ha 3(Fr=1)/2 = _1 (F,).

v
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Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,,
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék.
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt

o, (3) = or,(g")
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(or,(g), 1).
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

@(Fn) = Fp—1=2%,
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig pératlan,
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1,
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
oF,(3) = or,(8),
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,.
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,.
Tegyiik fol, hogy 3("~1/2 = —1 (F,).
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,.

Tegyiik fol, hogy 3(F"~1)/2 = —1 (F,). Ekkor of, (3) nem osztdja
(F,—1)/2 = 22" "l-nek.
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,.

Tegyiik fol, hogy 3(F"~1)/2 = —1 (F,). Ekkor of, (3) nem osztdja
(F, —1)/2 = 22"~1-nek. Viszont négyzetre emelve 371 =1 (F,),
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,,.

Tegyiik fol, hogy 3(F"~1)/2 = —1 (F,). Ekkor of, (3) nem osztdja
(F, —1)/2 = 22"~1-nek. Viszont négyzetre emelve 371 =1 (F,),
azaz of,(3) | F, — 1 =27".
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,,.

Tegyiik fol, hogy 3(F"~1)/2 = —1 (F,). Ekkor of, (3) nem osztdja
(F, —1)/2 = 22"~1-nek. Viszont négyzetre emelve 371 =1 (F,),
azaz of,(3) | F, — 1 = 22", Tehat of (3) = 2°,
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,,.

Tegyiik fol, hogy 3(F"~1)/2 = —1 (F,). Ekkor of, (3) nem osztdja
(F, —1)/2 = 22"~1-nek. Viszont négyzetre emelve 371 =1 (F,),
azaz of,(3) | F, — 1 = 2°". Tehat of, (3) = 2¢, ahol ¢ < 27,
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,.

Tegyiik fol, hogy 3(F"~1)/2 = —1 (F,). Ekkor of, (3) nem osztdja
(F, —1)/2 = 22"~1-nek. Viszont négyzetre emelve 371 =1 (F,),
azaz of,(3) | F, — 1 = 22", Tehat of,(3) = 2¢, ahol ¢ < 2", de
L2 —1.
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,.

Tegyiik fol, hogy 3(F"~1)/2 = —1 (F,). Ekkor of, (3) nem osztdja
(F, —1)/2 = 22"~1-nek. Viszont négyzetre emelve 371 =1 (F,),
azaz of,(3) | F, — 1 = 22", Tehat of,(3) = 2¢, ahol ¢ < 2", de

0 L2" — 1. Ezért £ =27,
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (F%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,.

Tegyiik fol, hogy 3(F"~1)/2 = —1 (F,). Ekkor of, (3) nem osztdja
(F, —1)/2 = 22"~1-nek. Viszont négyzetre emelve 371 =1 (F,),
azaz of,(3) | F, — 1 = 22", Tehat of,(3) = 2¢, ahol ¢ < 2", de
(£ 2" — 1. Ezért [ = 2", vagyis of,(3) = 22" = F, — 1.
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt
or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,.

Tegyiik fol, hogy 3(F"~1)/2 = —1 (F,). Ekkor of, (3) nem osztdja
(F, —1)/2 = 22"~1-nek. Viszont négyzetre emelve 371 =1 (F,),
azaz of,(3) | F, — 1 = 22", Tehat of,(3) = 2¢, ahol ¢ < 2", de
(£ 2" — 1. Ezért [ = 2", vagyis of,(3) = 22" = F, — 1. Ezért van
F,, — 1 redukdlt maradékosztaly mod F,,
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A Pepin-teszt bizonyitdsa

Tegylik fol elészor, hogy F,, prim. A kvadratikus reciprocitdsi tétel
szerint (%) = (%) hiszen n > 1 miatt F, = 1 (4). Mivel 2°
hatvanya 4-nek és 4 =1 (3), ezért F,=1+1=2= —1(3).
Tehat a 3 kvadratikus nemmaradék mod F,,, és igy

3(F=1)/2 = _1 (F,). Ezzel a Pepin-teszt egyik irdnyét beldttuk.
Legyen g primitiv gyok mod F,, ekkor t = log, f, (3) paratlan,
hiszen a 3 nemmaradék. A hatvany rendjének képlete miatt

or,(3) = or,(g") = or,(g)/(oF,(g), t). De g rendje

o(F,) = F, —1=2%" t pedig paratlan, ezért a nevezd 1, és igy
or,(3) = of,(g), azaz a 3 tényleg primitiv gyok mod F,.

Tegyiik fol, hogy 3(F"~1)/2 = —1 (F,). Ekkor of, (3) nem osztdja
(F, —1)/2 = 22"~1-nek. Viszont négyzetre emelve 371 =1 (F,),
azaz of,(3) | F, — 1 = 22", Tehat of,(3) = 2¢, ahol ¢ < 2", de
(£ 2" — 1. Ezért [ = 2", vagyis of,(3) = 22" = F, — 1. Ezért van
F,, — 1 redukdlt maradékosztaly mod F,, igy F, primszam. O
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A 28. el6éaddshoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak
Diszkrét logaritmus (index, FGy3.4.1).
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A 28. el6éaddshoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak

Diszkrét logaritmus (index, FGy3.4.1).
k-adik hatvanymaradék,
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A 28. el6éaddshoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak

Diszkrét logaritmus (index, FGy3.4.1).
k-adik hatvanymaradék, kvadratikus maradék (FGy3.5.2, 4.1.1).
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A 28. el6éaddshoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak

Diszkrét logaritmus (index, FGy3.4.1).

k-adik hatvanymaradék, kvadratikus maradék (FGy3.5.2, 4.1.1).
Legendre-szimbdlum (FGy4.1.3).
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A 28. el6éaddshoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak

Diszkrét logaritmus (index, FGy3.4.1).

k-adik hatvanymaradék, kvadratikus maradék (FGy3.5.2, 4.1.1).
Legendre-szimbdlum (FGy4.1.3). Jacobi-szimbdlum (FGy4.3.1).
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A 28. el6éaddshoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak

Diszkrét logaritmus (index, FGy3.4.1).
k-adik hatvanymaradék, kvadratikus maradék (FGy3.5.2, 4.1.1).
Legendre-szimbdlum (FGy4.1.3). Jacobi-szimbdlum (FGy4.3.1).

Tételek |
A binom kongruencia megoldasa (FGy3.5.1).
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A 28. el6éaddshoz tartozd vizsgaanyag

Fogalmak

Diszkrét logaritmus (index, FGy3.4.1).
k-adik hatvanymaradék, kvadratikus maradék (FGy3.5.2, 4.1.1).
Legendre-szimbdlum (FGy4.1.3). Jacobi-szimbdlum (FGy4.3.1).
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A hatvdnymaradékok jellemzése, szama (FGy3.5.3).
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