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A jobb oldal 7(a) + tp/f'(a). O
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Bizonyitas k szerinti indukciéval

Ha f(ck) =0 (p¥) és cx = c (p), akkor keressiik ¢, 1-et
cx + tpX alakban.
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f(x) = x?> — 89 = 0 (25) megoldasait keressiik.
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Mely négyzetszamok végz&dnek 89-re a tizes szamrendszerben? J

f(x) = x?> — 89 = 0 (25) megoldasait keressiik. Mod 5 nézve
x? =89 =4 (5), a megoldasok ¢ = +2 (5). Emeljiik fol ezeket.
Mivel (x?> —89)" = 2x, és 2 - (+2) # 0 (5), a lemma alkalmazhaté.
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Mely négyzetszamok végzédnek 89-re a tizes szamrendszerben? |

f(x) = x> — 89 = 0 (25) megoldasait keressiik. Mod 5 nézve

x? =89 =4 (5), a megoldasok ¢ = +2 (5). Emeljiik fol ezeket.
Mivel (x?> —89)" = 2x, és 2 - (+2) # 0 (5), a lemma alkalmazhaté.
Ha ¢ = 2, akkor 4t = (89 — 22)/5 (5) megoldasa t = 3 (5).
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Ezért o =2+3-5=17.
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x? =89 =4 (5), a megoldasok ¢ = +2 (5). Emeljiik fol ezeket.
Mivel (x?> —89)" = 2x, és 2 - (+2) # 0 (5), a lemma alkalmazhaté.
Ha ¢ = 2, akkor 4t = (89 — 22)/5 (5) megoldasa t = 3 (5).

Ezért ¢; = 2+ 3 -5 = 17. Ellenérzés: 25 | 172 — 89 = 200.
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Ha ¢ = —2, akkor —4t = (89 — (—2)?)/5 (5) megoldasa t = 2 (5).
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Ha ¢ = —2, akkor —4t = (89 — (—2)?)/5 (5) megoldasa t = 2 (5).
Ezért co = —2+2-5=28.
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Ha ¢ = 2, akkor 4t = (89 — 22)/5 (5) megoldasa t = 3 (5).
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Ha ¢ = —2, akkor —4t = (89 — (—2)?)/5 (5) megoldasa t = 2 (5).
Ezért c; = —2+2-5=8. Ellenérzés: 25 | 82 — 89 = —25.
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Ezért c; = —2+2-5=8. Ellenérzés: 25 | 82 — 89 = —25.

Az x?> = 89 = 1 (4) megoldasai nyilvan x = +1 (4).
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Ha ¢ = 2, akkor 4t = (89 — 22)/5 (5) megoldasa t = 3 (5).

Ezért co =2+ 3-5 = 17. Ellendrzés: 25 | 172 — 89 = 200.

Ha ¢ = —2, akkor —4t = (89 — (—2)?)/5 (5) megoldasa t = 2 (5).
Ezért c; = —2+2-5=8. Ellenérzés: 25 | 82 — 89 = —25.

Az x? = 89 = 1 (4) megoldasai nyilvan x = +1 (4). (A lemma
most nem lenne alkalmazhaté, mert (x? — 89) = 2x =0 (2).)



Magasabb foki kongruenciak Algebra és szamelmélet 27. eléadas 5 /17

Példa a Hensel-lemma alkalmazasara

Mely négyzetszamok végzédnek 89-re a tizes szamrendszerben? |

f(x) = x> — 89 = 0 (25) megoldasait keressiik. Mod 5 nézve

x? =89 =4 (5), a megoldasok ¢ = +2 (5). Emeljiik fol ezeket.
Mivel (x?> —89)" = 2x, és 2 - (+2) # 0 (5), a lemma alkalmazhaté.
Ha ¢ = 2, akkor 4t = (89 — 22)/5 (5) megoldasa t = 3 (5).

Ezért ¢; = 2+ 3 -5 = 17. Ellenérzés: 25 | 172 — 89 = 200.

Ha ¢ = —2, akkor —4t = (89 — (—2)?)/5 (5) megoldasa t = 2 (5).
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most nem lenne alkalmazhaté, mert (x? — 89) = 2x =0 (2).)

Az {x =1 (4), x =8 (25)} megoldasa x = 33 (100).
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Ezért co =2+ 3-5 = 17. Ellendrzés: 25 | 172 — 89 = 200.

Ha ¢ = —2, akkor —4t = (89 — (—2)?)/5 (5) megoldasa t = 2 (5).
Ezért c; = —2+2-5=8. Ellenérzés: 25 | 82 — 89 = —25.

Az x? = 89 = 1 (4) megoldasai nyilvan x = +1 (4). (A lemma
most nem lenne alkalmazhaté, mert (x? — 89) = 2x =0 (2).)

Az {x =1 (4), x =8 (25)} megoldasa x = 33 (100).

Az {x =1 (4), x =17 (25)} megoldasa x = 17 (100).
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Az {x =3 (4), x =8 (25)} megoldasa x = 83 (100).
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Az {x =3 (4), x = 17 (25)} megoldasa x = 67 (100).
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Az {x =1 (4), x =8 (25)} megoldasa x = 33 (100).
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A megoldasok maximalis szama

Tétel (FGy3.1.2)

Ha az f € Z[x] polinom mod p vett foka k, akkor az f(x) =0 (p)
kongruencianak legfeljebb k megoldasa van mod p.
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Ha a polinomban x* helyett x*~P*!_et irunk, akkor
a mod p megoldasok halmaza nem valtozik.
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Tétel (FGy3.1.3)

Ha a polinomban x* helyett x*~P*!_et irunk, akkor
a mod p megoldasok halmaza nem valtozik.
Tovabba x = 0 vizsgalata utan xP~! helyébe is 1-et irhatunk.
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Ha a polinomban x* helyett x*~P*!_et irunk, akkor

a mod p megoldasok halmaza nem valtozik.

Tovabba x = 0 vizsgalata utan xP~! helyébe is 1-et irhatunk.
Ezért elegends p — 1-nél kisebb fokd polinomokat tekinteni.
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a mod p megoldasok halmaza nem valtozik.

Tovabba x = 0 vizsgalata utan xP~! helyébe is 1-et irhatunk.
Ezért elegends p — 1-nél kisebb fokd polinomokat tekinteni.

Ez nyilvanvaléan kévetkezik a kis-Fermat-tételbél. O]
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A Kénig—Rados-tétel

Tétel (FGy3.6.2, NB)

Ha p { ag, akkor az f(x) = ag + aix + ...+ ap_2xP2 =0 (p)
kongruencia megoldasszama p — 1 — r,
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A Kénig—Rados-tétel

Tétel (FGy3.6.2, NB)

Ha p { ag, akkor az f(x) = ag + aix + ...+ ap—2xP2 =0 (p)
kongruencia megoldasszama p — 1 — r, ahol r az alabbi matrixnak
ap dp ... dp-2

N . ap-2 a ... ap-1
a Zp test folotti rangja:

dl dy ... =[1)

7/17
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Specialisan akkor és csak akkor létezik megoldas, ha ennek a
matrixnak a determinansa nulla mod p.
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akkor és csak akkor nulla, ha a rangja kisebb a méreténél
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kongruencia megoldasszama p — 1 — r, ahol r az alabbi matrixnak
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Specialisan akkor és csak akkor létezik megoldas, ha ennek a
matrixnak a determinansa nulla mod p.

Az utolsé allitas azért igaz, mert egy matrix determinansa
akkor és csak akkor nulla, ha a rangja kisebb a méreténél
(mert ilyenkor az oszlopok &sszefiigg6ek).
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A Kénig—Rados-tétel

Tétel (FGy3.6.2, NB)

Ha p { ag, akkor az f(x) = ag + aix + ...+ ap—2xP2 =0 (p)
kongruencia megoldasszama p — 1 — r, ahol r az alabbi matrixnak

ap Ehl  coo ap,z
7 flstt o |[gp=2 &b oo Ep=il
a Zp test tolotti rangja:
dl dy ... do

Specialisan akkor és csak akkor létezik megoldas, ha ennek a
matrixnak a determinansa nulla mod p.

Az utolsé allitas azért igaz, mert egy matrix determinansa
akkor és csak akkor nulla, ha a rangja kisebb a méreténél
(mert ilyenkor az oszlopok &sszefiigg6ek).

HF: Igazoljuk, hogy ha p prim, akkor x> = —1 (p)
pontosan akkor oldhaté meg, ha p =1 (4).
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Mikor létezik primitiv gyok?

Definicié (FGy3.3.1, 3.3.2)
A g szam primitiv gydok mod m, ha rendje ¢©(m),




Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 8 /17

Mikor létezik primitiv gyok?

Definicié (FGy3.3.1, 3.3.2)

A g szam primitiv gydok mod m, ha rendje ©(m), vagyis
ha minden mod m redukalt maradékosztalyban van hatvanya.
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a derivaltjanak is. De (x" — 1) = nx""! azaz nc" ' =0 (p).
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Korabban lattuk, hogy a kis Fermat-tétel miatt x?~* — 1

az Gsszes olyan x — b gybktényezd szorzata, ahol 0 < b < p.
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Tétel (FGy3.3.5/L1)
Ha g PGY mod p, akkor g vagy g + p PGY mod p°. J

Tegyiik fol, hogy g nem PGY mod p?, ekkor az eléz§ allitas miatt
o2(g) =p—1,igy gP~t =1 (p?). A Hensel-lemma szerint
(g+p)P =gl +(p—1)pgP?=1-pg’> (p°),

ami nem kongruens 1-gyel mod p?, hiszen p  g.
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ami nem kongruens 1-gyel mod p?, hiszen p { g. Ezért

0,2(g +p) nem p — 1,
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Valéban, legyen m = o,.(g). Ekkor g™ =1 (p) is igaz, ezért
p—1=op(g)| m Dem|p(pk) = pkfl(p — 1) az Euler-Fermat
miatt. Ezért m/(p — 1) | p¥~1, tehat p’ ahol 0 < 7 < p. O

Tétel (FGy3.3.5/L1)
Ha g PGY mod p, akkor g vagy g + p PGY mod p°. J

Tegyiik fol, hogy g nem PGY mod p?, ekkor az eléz§ allitas miatt
o2(g) =p—1,igy gP~t =1 (p?). A Hensel-lemma szerint
(g+p)P =gl +(p—1)pgP 2 =1—pg? (p?),

ami nem kongruens 1-gyel mod p?, hiszen p { g. Ezért

0,2(g +p) nem p — 1, és igy az el6z6 allitas miatt p(p — 1). O
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Tétel (FGy3.3.5/L2)
Ha g PGy mod p?, akkor g PGY mod p” (k > 3). J
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Tétel (FGy3.3.5/L2)
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Bizonyitas a Freud—Gyarmati-kdnyvben, itt csak k = 3-ra igazoljuk.
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primitiv gyok mod p* *

Tétel (FGy3.3.5/L2)
Ha g PGy mod p?, akkor g PGY mod p” (k > 3). J

Bizonyitas a Freud—Gyarmati-kdnyvben, itt csak k = 3-ra igazoljuk.

A Hensel-lemma bizonyitasahoz hasonléan:

Ha p > 3, tovabba vagy j > 2, vagy j > 1 és p | m, akkor
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Ha g PGy mod p?, akkor g PGY mod p” (k > 3). J

Bizonyitas a Freud—Gyarmati-kdnyvben, itt csak k = 3-ra igazoljuk.

A Hensel-lemma bizonyitasahoz hasonléan:

Ha p > 3, tovabba vagy j > 2, vagy j > 1l ésp | m, akkor
(a+p't)™ = a™+ tpyma™ "t (p/F2). O
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Tétel (FGy3.3.5/L2)
Ha g PGy mod p?, akkor g PGY mod p” (k > 3). J

Bizonyitas a Freud—Gyarmati-kdnyvben, itt csak k = 3-ra igazoljuk.
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Ha p > 3, tovabba vagy j > 2, vagy j > 1l ésp | m, akkor
(a+p't)™ = a™+ tpyma™ "t (p/F2). O

Lattuk: 0,3(g) = p'(p—1).
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Tétel (FGy3.3.5/L2)
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Bizonyitas a Freud—Gyarmati-kdnyvben, itt csak k = 3-ra igazoljuk.

A Hensel-lemma bizonyitasahoz hasonléan:

Ha p > 3, tovabba vagy j > 2, vagy j > 1l ésp | m, akkor
(a+p't)™ = a™+ tpyma™ "t (p/F2). O

Lattuk: 0,:(g) = p'(p — 1). Mivel g PGY mod p?, ezért ( > 1,
és ha nem PGY mod p3, akkor ¢ < 1,
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Tétel (FGy3.3.5/L2)
Ha g PGy mod p?, akkor g PGY mod p” (k > 3). J

Bizonyitas a Freud—Gyarmati-kdnyvben, itt csak k = 3-ra igazoljuk.

A Hensel-lemma bizonyitasahoz hasonléan:

Ha p > 3, tovabba vagy j > 2, vagy j > 1l ésp | m, akkor
(a+p't)™ = a™+ tpyma™ "t (p/F2). O

Lattuk: 0,:(g) = p'(p — 1). Mivel g PGY mod p?, ezért ( > 1,
és ha nem PGY mod p?, akkor / < 1, igy 0,3(g) = p(p — 1).
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Bizonyitas a Freud—Gyarmati-kdnyvben, itt csak k = 3-ra igazoljuk.
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Ha p > 3, tovabba vagy j > 2, vagy j > 1l ésp | m, akkor
(a+p't)™ = a™+ tpyma™ "t (p/F2). O

Lattuk: 0,:(g) = p'(p — 1). Mivel g PGY mod p?, ezért ( > 1,
és ha nem PGY mod p?, akkor £ < 1, igy 0,3(g) = p(p — 1).
Tudjuk, hogy g”* =1 (p),
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Ha p > 3, tovabba vagy j > 2, vagy j > 1l ésp | m, akkor
(a+p't)™ = a™+ tpyma™ "t (p/F2). O

Lattuk: 0,:(g) = p'(p — 1). Mivel g PGY mod p?, ezért ( > 1,
és ha nem PGY mod p?, akkor £ < 1, igy 0,3(g) = p(p — 1).
Tudjuk, hogy g”~' =1 (p), ezért gP~1 =1 + tp.
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Lattuk: 0,:(g) = p'(p — 1). Mivel g PGY mod p?, ezért ( > 1,
és ha nem PGY mod p?, akkor £ < 1, igy 0,3(g) = p(p — 1).
Tudjuk, hogy g”~' =1 (p), ezért gP~' =1 + tp. A fenti képlet
szerint 1 = gP(P~1) = (1 + pt)P = 1+ tp? (p*), ahonnan p | t.
lgy gt =1(p%),
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Ha p > 3, tovabba vagy j > 2, vagy j > 1l ésp | m, akkor
(a+p't)™ = a™+ tpyma™ "t (p/F2). O

Lattuk: 0,:(g) = p'(p — 1). Mivel g PGY mod p?, ezért ( > 1,

és ha nem PGY mod p?, akkor £ < 1, igy 0,3(g) = p(p — 1).
Tudjuk, hogy g”~' =1 (p), ezért gP~' =1 + tp. A fenti képlet
szerint 1 = gP(P~1) = (1 + pt)P = 1+ tp? (p*), ahonnan p | t.

Igy g7~ =1 (p?), ez ellentmond annak, hogy g PGY mod p?. [



Primitiv gydk Algebra és szamelmélet 27. eléadas 13 / 17

primitiv gyok mod p* *

Tétel (FGy3.3.5/L2)
Ha g PGy mod p?, akkor g PGY mod p” (k > 3).
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Tudjuk, hogy g”~' =1 (p), ezért gP~' =1 + tp. A fenti képlet
szerint 1 = gP(P~1) = (1 + pt)P = 1+ tp? (p*), ahonnan p | t.

Igy g7~ =1 (p?), ez ellentmond annak, hogy g PGY mod p?. [
HF: Ha p* | b— 1, de p**1{ b — 1, akkor p"*2 f bP — 1.
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Primitiv gyok mod m

Tetel (FGy3.3.5/L3)

Ha g PGY mod p¥, akkor g és g + p* koziil a paratlan PGY
mod 2p*.




Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 14 / 17

Primitiv gyok mod m

Tetel (FGy3.3.5/L3)
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Primitiv gyok mod m

Tetel (FGy3.3.5/L3)

Ha g PGY mod p¥, akkor g és g + p* koziil a paratlan PGY
mod 2p*. (A paratlant kell venni, hogy relativ prim legyen 2p*-hoz.)

Mindkettének o(p¥) kiilénbdzé hatvanya van mod p*,
igy mod 2p~ is.
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Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 14 / 17

Primitiv gyok mod m

Tetel (FGy3.3.5/L3)

Ha g PGY mod p¥, akkor g és g + p* koziil a paratlan PGY
mod 2p*. (A paratlant kell venni, hogy relativ prim legyen 2p*-hoz.)

Mindkettének o(p¥) kiilénbdzé hatvanya van mod p*,
igy mod 2p* is. De (2p") = ¢(2)p(p") = ¢(p"). O

Tétel (K4.9.10, a csoportelmélet soran igazoljuk) }

Ha mod m van PGY, akkor m primhatvany, vagy annak kétszerese.
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mod 2p*. (A paratlant kell venni, hogy relativ prim legyen 2p*-hoz.)

Mindkettének o(p¥) kiilénbdzé hatvanya van mod p*,

igy mod 2p* is. De (2p") = ¢(2)p(p") = ¢(p"). O
Tétel (K4.9.10, a csoportelmélet soran igazoljuk)
Ha mod m van PGY, akkor m primhatvany, vagy annak kétszerese. }

Végiil legyen m = 2%, ahol k > 3
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Tetel (FGy3.3.5/L3)

Ha g PGY mod p¥, akkor g és g + p* koziil a paratlan PGY
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Ha mod m van PGY, akkor m primhatvany, vagy annak kétszerese. }

Veégiil legyen m = 2%, ahol k >3 ést =2K"1+1 > 1.
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Tétel (K4.9.10, a csoportelmélet soran igazoljuk)
Ha mod m van PGY, akkor m primhatvany, vagy annak kétszerese. }

Végiil legyen m = 2%, ahol k >3 ést =2K"1+1 > 1. Ekkor t > 1
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Ha mod m van PGY, akkor m primhatvany, vagy annak kétszerese. }

Végiil legyen m = 2%, ahol k >3 ést =2K"1+1 > 1. Ekkor t > 1
és t2 =1+ 2-2k71 1 22k =1 (2K),
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Tetel (FGy3.3.5/L3)

Ha g PGY mod p¥, akkor g és g + p* koziil a paratlan PGY
mod 2p*. (A paratlant kell venni, hogy relativ prim legyen 2p*-hoz.)

Mindkettének o(p¥) kiilénbdzé hatvanya van mod p*,

igy mod 2p* is. De (2p") = ¢(2)p(p") = ¢(p"). O
Tétel (K4.9.10, a csoportelmélet soran igazoljuk)
Ha mod m van PGY, akkor m primhatvany, vagy annak kétszerese. }

Végiil legyen m = 2%, ahol k >3 ést =2K"1+1 > 1. Ekkor t > 1
és 1?2 =14+ 2.2k71 1 22k =1 (29). Igy t > 1 miatt ez két
masodrendii elem.
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mod 2p*. (A paratlant kell venni, hogy relativ prim legyen 2p*-hoz.)
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Tétel (K4.9.10, a csoportelmélet soran igazoljuk)
Ha mod m van PGY, akkor m primhatvany, vagy annak kétszerese. J

Végiil legyen m = 2%, ahol k >3 ést =2K"1+1 > 1. Ekkor t > 1
és 1?2 =14+ 2.2k71 1 22k =1 (29). Igy t > 1 miatt ez két
masodrendii elem. De lattuk korabban, hogy ha van PGy mod m,
akkor pontosan ¢(2) = 1 darab masodrendii elem van mod m.
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Primitiv gyok mod m

Tetel (FGy3.3.5/L3)

Ha g PGY mod p¥, akkor g és g + p* koziil a paratlan PGY
mod 2p*. (A paratlant kell venni, hogy relativ prim legyen 2p*-hoz.)

Mindkettének o(p¥) kiilénbdzé hatvanya van mod p*,

igy mod 2p* is. De (2p") = ¢(2)p(p") = ¢(p"). O
Tétel (K4.9.10, a csoportelmélet soran igazoljuk)
Ha mod m van PGY, akkor m primhatvany, vagy annak kétszerese. J

Végiil legyen m = 2%, ahol k >3 ést =2K"1+1 > 1. Ekkor t > 1
és 1?2 =14+ 2.2k71 1 22k =1 (29). Igy t > 1 miatt ez két
masodrendii elem. De lattuk korabban, hogy ha van PGy mod m,
akkor pontosan ¢(2) = 1 darab masodrendii elem van mod m.
Ezért nincs PGy mod 2k ha k > 3.
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Dirichlet tétele

Dirichlet tétele (FGy5.3.1)

Ha (a, b) = 1, akkor az ak + b (k > 1) szamtani sorozatban
végtelen sok primszam van.
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A feltétel nyilvan sziikséges, hiszen (a, b) osztja a sorozat minden
tagjat.
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végtelen sok primszam van.
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Végtelen sok 4k — 1 alaka prim van.
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Dirichlet tétele

Dirichlet tétele (FGy5.3.1)

Ha (a, b) = 1, akkor az ak + b (k > 1) szamtani sorozatban
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Valéban, tegyiik fol, hogy csak véges sok van, ezek pi, po, ..., pk.
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Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) }

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.

Tekintsiik a NV = ®,(¢) szamot,



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) }

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.

Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) }

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.

Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" —1,



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) }

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.

Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" — 1, ezért p | N | ¢" — 1.



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) }

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.
Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" — 1, ezért p | N | ¢" — 1.

Mivel n | c, ezért p{ n,



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) }

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.
Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" — 1, ezért p | N | ¢" — 1.

Mivel n | ¢, ezért p 1 n, és igy a fent idézett allitas szerint

op(c) = n,



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) }

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.
Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" — 1, ezért p | N | ¢" — 1.

Mivel n | ¢, ezért p 1 n, és igy a fent idézett allitas szerint

op(c) = n, amibsl n | p(p) = p — 1 kdvetkezik.



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) J

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.
Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" — 1, ezért p | N | ¢" — 1.

Mivel n | ¢, ezért p 1 n, és igy a fent idézett allitas szerint

op(c) = n, amibsl n | p(p) = p — 1 kévetkezik. Tehat a p prim
tényleg nk + 1 alaka.



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) J

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.
Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" — 1, ezért p | N | ¢" — 1.

Mivel n | ¢, ezért p 1 n, és igy a fent idézett allitas szerint

op(c) = n, amibsl n | p(p) = p — 1 kévetkezik. Tehat a p prim
tényleg nk + 1 alaka. Mivel p; | c és p | ¢" — 1,



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) }

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.
Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" — 1, ezért p | N | ¢" — 1.

Mivel n | ¢, ezért p 1 n, és igy a fent idézett allitas szerint

op(c) = n, amibsl n | p(p) = p — 1 kévetkezik. Tehat a p prim
tényleg nk + 1 alaka. Mivel p; | c és p | ¢ — 1, ezért p # p;.



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) J

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.
Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" — 1, ezért p | N | ¢" — 1.

Mivel n | ¢, ezért p 1 n, és igy a fent idézett allitas szerint

op(c) = n, amibsl n | p(p) = p — 1 kévetkezik. Tehat a p prim
tényleg nk + 1 alaka. Mivel p; | c és p | ¢ — 1, ezért p # p;.

Be kell még latni, hogy N-nek van primosztéja,



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) J

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.
Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" — 1, ezért p | N | ¢" — 1.

Mivel n | ¢, ezért p 1 n, és igy a fent idézett allitas szerint

op(c) = n, amibsl n | p(p) = p — 1 kévetkezik. Tehat a p prim
tényleg nk + 1 alaka. Mivel p; | c és p | ¢ — 1, ezért p # p;.

Be kell még latni, hogy N-nek van primosztéja, vagyis N # +1.



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) J

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.
Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" — 1, ezért p | N | ¢" — 1.

Mivel n | ¢, ezért p 1 n, és igy a fent idézett allitas szerint
op(c) = n, amibsl n | p(p) = p — 1 kévetkezik. Tehat a p prim
tényleg nk + 1 alaka. Mivel p; | c és p | ¢ — 1, ezért p # p;.
Be kell még latni, hogy N-nek van primosztéja, vagyis N # +1.
De a ®,(npip2 ... pkx) polinom minden értéket csak véges sok
helyen vehet fal,



Primitiv gyok Algebra és szamelmélet 27. eléadas 16 / 17

Az nk + 1 eset

Tétel (FGy5.3.4, K5.8.15) J

Végtelen sok nk + 1 alaka prim van.

Korabban mar lattuk, hogy ha p prim, p 1 n, és p | ®,(c), akkor
op(c) = n (itt @, az n-edik kdrosztasi polinom).

Tegyiik fol, hogy csak véges sok nk + 1 alakd prim van,

ezek p1,po, ..., pk. Legyen ¢ = npips ... pxM, ahol M egész.
Tekintsiik a N = ®,(c) szamot, és legyen p ennek primosztéja.
Tudjuk, hogy ®,(x) | x" — 1, ezért p | N | ¢" — 1.

Mivel n | ¢, ezért p 1 n, és igy a fent idézett allitas szerint

op(c) = n, amibsl n | p(p) = p — 1 kévetkezik. Tehat a p prim
tényleg nk + 1 alaka. Mivel p; | c és p | ¢ — 1, ezért p # p;.
Be kell még latni, hogy N-nek van primosztéja, vagyis N # +1.
De a ®,(npip2 ... pkx) polinom minden értéket csak véges sok
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Hensel-lemma (FGy3.7.1).
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a Kénig—Rados-tétel (FGy3.1.2-3, FGy3.6.2, NB).
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Mely modulusokra van primitiv gyok (FGy3.3.5, K4.9.10).
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kapcsolat a kdrosztasi polinom értékeinek primosztéival (K5.8.14).
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Mod p primitiv gyok folemelése mod p* primitiv gyokke
(FGy3.3.5, NB).
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