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A Z,, gyiiri m-hez relativ prim elemeinek csoportja a szorzasra 7.

K4.3.9. Definicié, K4.3.10. Gyakorlat

Egy g csoportelem rendje a kiilonb6z6 hatvanyainak szama.
Jele: o(g). Ez pozitiv egész, vagy a oo szimbdlum.

Ha a miivelet jele +, akkor hatvany helyett tobbszordsrél beszéliink.
Példak
C*-ben +/ rendje 4.

Z54-ben 9 rendje 3.
G =Z¢ . Ekkor o(4) =3,
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Csoportelem rendje

A nem nulla komplex szamok csoportja a szorzasra C*.
A Z,, gyiiri m-hez relativ prim elemeinek csoportja a szorzasra 7.

K4.3.9. Definicié, K4.3.10. Gyakorlat

Egy g csoportelem rendje a kiilonb6z6 hatvanyainak szama.
Jele: o(g). Ez pozitiv egész, vagy a oo szimbdlum.

Ha a miivelet jele +, akkor hatvany helyett tobbszordsrél beszéliink.
Példak
C*-ben +/ rendje 4.

Z54-ben 9 rendje 3.
G = Zg. Ekkor o(4) = 3, mert tobbszordsei 4, 8 =2, 12 = 0.
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Csoportelem rendje

A nem nulla komplex szamok csoportja a szorzasra C*.
A Z,, gyiiri m-hez relativ prim elemeinek csoportja a szorzasra 7.

K4.3.9. Definicié, K4.3.10. Gyakorlat

Egy g csoportelem rendje a kiilonb6z6 hatvanyainak szama.
Jele: o(g). Ez pozitiv egész, vagy a oo szimbdlum.

Ha a miivelet jele +, akkor hatvany helyett tobbszordsrél beszéliink.
Példak

C*-ben +/ rendje 4.

Z54-ben 9 rendje 3.

G = Zg. Ekkor o(4) = 3, mert tobbszordsei 4, 8 =2, 12 = 0.
G = R, Ekkor 3 rendje végtelen: 3, 6, 9, .. ..
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Csoportelem rendje

A nem nulla komplex szamok csoportja a szorzasra C*.
A Z,, gyiiri m-hez relativ prim elemeinek csoportja a szorzasra 7.

K4.3.9. Definicié, K4.3.10. Gyakorlat

Egy g csoportelem rendje a kiilénb6z& hatvanyainak szama.
Jele: o(g). Ez pozitiv egész, vagy a oo szimbdlum.

Ha a miivelet jele +, akkor hatvany helyett tobbszordsrél beszéliink.
Példak

C*-ben +/ rendje 4.

Z54-ben 9 rendje 3.

G = Zg. Ekkor o(4) = 3, mert tobbszordsei 4, 8 =2, 12 = 0.

G = R, Ekkor 3 rendje végtelen: 3, 6, 9, .. ..

Az R" csoportban csak a 0 véges rend(, a 0 rendje 1.
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A j6 kitevék létezése

Definicié (K1.5.6, 4.3.9)

Az n egész szam 6 kitevje a g csoportelemnek, ha z" =1
(a csoport egységeleme).
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A j6 kitevék létezése

Definicié (K1.5.6, 4.3.9)

Az n egész szam 6 kitevje a g csoportelemnek, ha z" =1
(a csoport egységeleme).

Példaul / és —/ j6 kitevéi C*-ben a néggyel oszthaté egész szamok.
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A j6 kitevék létezése

Definicié (K1.5.6, 4.3.9)

Az n egész szam 6 kitevje a g csoportelemnek, ha z" =1
(a csoport egységeleme).

Példaul / és —/ jo kitevsi C*-ben a néggyel oszthaté egész szamok.

Tétel (K1.5.8)
Legyen g € G egy csoportelem.
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Tétel (K1.5.8)

Legyen g € G egy csoportelem. Ha g-nek van két egyenl
hatvanya, akkor van pozitiv j6 kitevégje.
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A j6 kitevék létezése

Definicié (K1.5.6, 4.3.9)

Az n egész szam 6 kitevdje a g csoportelemnek, ha z" =1
(a csoport egységeleme).

Példaul / és —/ j6 kitevéi C*-ben a néggyel oszthaté egész szamok.

Tétel (K1.5.8)

Legyen g € G egy csoportelem. Ha g-nek van két egyenl
hatvanya, akkor van pozitiv j6 kitevégje.

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy g“ = g, de k # /.
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A j6 kitevék létezése

Definicié (K1.5.6, 4.3.9)

Az n egész szam 6 kitevdje a g csoportelemnek, ha z" =1
(a csoport egységeleme).

Példaul / és —/ j6 kitevéi C*-ben a néggyel oszthaté egész szamok.

Tétel (K1.5.8)

Legyen g € G egy csoportelem. Ha g-nek van két egyenl
hatvanya, akkor van pozitiv j6 kitevégje.

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy g¥ = g, de k # ¢. Ekkor gk~ = gt~k = 1.
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A j6 kitevék létezése

Definicié (K1.5.6, 4.3.9)

Az n egész szam 6 kitevdje a g csoportelemnek, ha z" =1
(a csoport egységeleme).

Példaul / és —/ j6 kitevéi C*-ben a néggyel oszthaté egész szamok.

Tétel (K1.5.8)

Legyen g € G egy csoportelem. Ha g-nek van két egyenl
hatvanya, akkor van pozitiv j6 kitevégje.

Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy g¥ = g, de k # ¢. Ekkor gk~ = gt~k = 1.
Mivel a k — 0 és / — k jo kitevSk egyike pozitiv,
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A j6 kitevék létezése

Definicié (K1.5.6, 4.3.9)

Az n egész szam 6 kitevdje a g csoportelemnek, ha z" =1
(a csoport egységeleme).

Példaul / és —/ j6 kitevéi C*-ben a néggyel oszthaté egész szamok.

Tétel (K1.5.8)

Legyen g € G egy csoportelem. Ha g-nek van két egyenl
hatvanya, akkor van pozitiv j6 kitevégje.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy g¥ = g, de k # ¢. Ekkor gk~ = gt~k = 1.
Mivel a k — 0 és ( — k jo6 kitevsk egyike pozitiv, ezért

g-nek van pozitiv j6 kitevéje is. Ol
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)
Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.




A hatvanyok szama Algebra és szamelmélet 25. eléadas 6 /15

A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé.
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas
Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas
Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
n=dqg+r,ahol 0 < r <d.




A hatvanyok szama Algebra és szamelmélet 25. eléadas 6 /15

A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
n = dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor

il =g"

mert n jé kitevé
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas
Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:

n = dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor
1 :gn :gdq+r
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
n = dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor

= gn _ gdq+r _ (gd)qgr

a hatvanyozas azonossagai miatt
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
n=dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor

1=g" =gt = (g9)%" = 19"

g9 =1, mert d j6 kitevé
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
n=dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor

1=g" =gt = (g9)9g" =19g" = g".
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
n = dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor

1=g" =gt = (g9)%g" =19g" = g".

Tehat r is j6 kitevs.
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
n = dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor

1=g" =gt = (g9)g" = 19" = g".

Tehat r is j6 kitevs. A d a legkisebb pozitiv jé kitevé.




A hatvanyok szama Algebra és szamelmélet 25. eléadas 6 /15

A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
n = dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor

il = gn _ gdq+r _ (gd)qgr _ 1qgr — gr-

Tehat r is j6 kitevs. A d a legkisebb pozitiv jé kitevé.
Mivel r < d, ezért r nem lehet pozitiv.
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
n = dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor

il = gn _ gdq+r _ (gd)qgr _ 1qgr — gr-

Tehat r is j6 kitevs. A d a legkisebb pozitiv jé kitevé.
Mivel r < d, ezért r nem lehet pozitiv. Tehat r = 0.
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
n = dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor

il = gn _ gdq+r _ (gd)qgr _ 1qgr — gr-

Tehat r is j6 kitevs. A d a legkisebb pozitiv jé kitevé.
Mivel r < d, ezért r nem lehet pozitiv. Tehat r = 0.
De akkor n = dg + r = dgq,
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Lemma (K1.5.8, 4.3.9)
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il = gn _ gdq+r _ (gd)qgr _ 1qgr — gr-

Tehat r is j6 kitevs. A d a legkisebb pozitiv jé kitevé.
Mivel r < d, ezért r nem lehet pozitiv. Tehat r = 0.
De akkor n = dq + r = dq, azaz n tobbszoérdse d-nek.
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Mivel r < d, ezért r nem lehet pozitiv. Tehat r = 0.
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Megforditva, ha n tobbszérése d-nek, azaz n = dg,
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A j6 kitevék tulajdonsagai

Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas
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Tehat r is j6 kitevs. A d a legkisebb pozitiv jé kitevé.
Mivel r < d, ezért r nem lehet pozitiv. Tehat r = 0.
De akkor n = dq + r = dq, azaz n tobbszoérdse d-nek.
Megforditva, ha n tobbszérése d-nek, azaz n = dg,
akkor g" = g% = (g?)9

a hatvanyozas azonossagai miatt
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Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:
n = dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor

il = gn _ gdq+r _ (gd)qgr _ 1qgr — gr-

Tehat r is j6 kitevs. A d a legkisebb pozitiv jé kitevé.
Mivel r < d, ezért r nem lehet pozitiv. Tehat r = 0.
De akkor n = dq + r = dq, azaz n tobbszoérdse d-nek.
Megforditva, ha n tobbszérése d-nek, azaz n = dg,
akkor g" = g91 = (g9)9 =19 =1,

g9 =1, mert d j6 kitevé
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Lemma (K1.5.8, 4.3.9)

Legyen d a g legkisebb pozitiv j6 kitevéje.
Ekkor a j6 kitevék pontosan a d tdbbszdrései.

Bizonyitas

Legyen n jé kitevé. Osszuk el n-et maradékosan d-vel:

n = dq+ r, ahol 0 < r < d. Ekkor

il = gn _ gdq+r _ (gd)qgr _ 1qgr — gr-

Tehat r is j6 kitevs. A d a legkisebb pozitiv jé kitevé.

Mivel r < d, ezért r nem lehet pozitiv. Tehat r = 0.

De akkor n = dq + r = dq, azaz n tobbszoérdse d-nek.

Megforditva, ha n tobbszérése d-nek, azaz n = dg,

akkor g" = g99 = (g9)9 = 19 = 1, azaz n j6 kitevé. Ol




A hatvanyok szama Algebra és szamelmélet 25. eléadas 7/ 15

A hatvanyok periodikusan ismétlédnek

Tétel (K1.5.8, 4.3.10, FGy3.2.2)
Legyen 0 £ g € C legkisebb pozitiv j6 kitevéje d.
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A hatvanyok periodikusan ismétlédnek

Tétel (K1.5.8, 4.3.10, FGy3.2.2)

Legyen 0 £ g € C legkisebb pozitiv j6 kitevéje d.
Ekkor g rendje d, és g hatvanyai d hossza periédusban
ismétlédnek.




A hatvanyok szama Algebra és szamelmélet 25. eléadas 7/ 15

A hatvanyok periodikusan ismétlédnek

Tétel (K1.5.8, 4.3.10, FGy3.2.2)

Legyen 0 £ g € C legkisebb pozitiv j6 kitevéje d.
Ekkor g rendje d, és g hatvanyai d hosszi periédusban
ismétlédnek.

Bizonyitas:

Belattuk: a j6 kitevék pontosan a d tdbbszordsei.
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A hatvanyok periodikusan ismétlédnek

Tétel (K1.5.8, 4.3.10, FGy3.2.2)

Legyen 0 £ g € C legkisebb pozitiv j6 kitevéje d.
Ekkor g rendje d, és g hatvanyai d hosszi periédusban
ismétlédnek.

Bizonyitas:
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Az f = (x1,...,xx) ciklus rendje k, vagyis a hossza.
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Ekkor gt = id «— gf = id minden j-re,
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A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csicsnyit jut elére.
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A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.

Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?

Hany kort tesz meg ezalatt? Hany csiicsot érint dsszesen?

v
Legyen n = 6, a csiicsokat szamozzuk igy: 0,1,2,3,4,5.
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A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.

Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?
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hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.
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Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.

Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?
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A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.

Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?

Hany kort tesz meg ezalatt? Hany csiicsot érint dsszesen?
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A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.

Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?

Hany kort tesz meg ezalatt? Hany csiicsot érint dsszesen?
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A bolhas feladat
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hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.

Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?
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Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?
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A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.
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A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.

Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?

Hany kort tesz meg ezalatt? Hany csiicsot érint dsszesen?

Legyen n = 6, a csiicsokat szamozzuk igy: 0,1,2,3,4,5.

k  bejaras ugrasszam kdrszam  csiicsszam
1 0-1-2-3-4-5-0 6 1 6

2 0-2-4-0 3 1 3

3 0-3-0 2 1 2

4 0-4-2-0 3 2 3

5 0-5-4

k

0123450123450



Hatvany rendjének képlete Algebra és szamelmélet

A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,

hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.
Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?

25. eléadas

Hany kort tesz meg ezalatt? Hany csiicsot érint dsszesen?
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Hatvany rendjének képlete

A bolhas feladat

Algebra és szamelmélet 25. eléadas

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.

Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?

Hany kort tesz meg ezalatt? Hany csiicsot érint dsszesen?
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A bolhas feladat

Algebra és szamelmélet

25. eléadas

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.

Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?
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A bolhas feladat

Algebra és szamelmélet

25. eléadas

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,

hogy minden ugrasnal k cstcsnyit jut

el8re.
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A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.

Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?

Hany kort tesz meg ezalatt? Hany csiicsot érint dsszesen?

Legyen n = 6, a csiicsokat szamozzuk igy: 0,1,2,3,4,5.
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1 0-1-2-3-4-5-0 6 1 6

2 0-2-4-0 3 1 3

3 0-3-0 2 1 2

4 0-4-2-0 3 2 3

5 0-5-4-3-2-1-0 6

k

0123450123450123450123450123450



Hatvany rendjének képlete Algebra és szamelmélet 25. eléadas 9 /15

A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.

Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?
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Hatvany rendjének képlete

A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.
Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?

Algebra és szamelmélet

25. eléadas

Hany kort tesz meg ezalatt? Hany csiicsot érint dsszesen?

Legyen n = 6, a csiicsokat szamozzuk igy: 0,1,2,3,4,5.
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A bolhas feladat

Egy bolha ugral kérbe egy szabalyos n-szég csiicsain gy,
hogy minden ugrasnal k csiicsnyit jut el6re.
Hany ugras utan jut vissza a kiinduléponthoz?

Algebra és szamelmélet

25. eléadas

Hany kort tesz meg ezalatt? Hany csiicsot érint dsszesen?

Legyen n = 6, a csiicsokat szamozzuk igy: 0,1,2,3,4,5.

k  bejaras ugrasszam kdrszam  csiicsszam
1 0-1-2-3-4-5-0 6 1 6

2 0-2-4-0 3 1 3

3 0-3-0 2 1 2

4 0-4-2-0 3 2 3

5 0-5-4-3-2-1-0 6 5 6

k n/(n, k)

Az (n, k) legnagyobb kdzds osztét jeldl.
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A bolhas feladat megoldasa

Megoldas (K1.5.9)
A bolha k-asaval ugral:
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Hatvany rendjének képlete

Tétel (K1.5.10, 4.3.10)

Ha g rendje véges és k egész, akkor o(g") =
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Bizonyitas

Legyen g rendje n, irjuk g hatvanyait egy n-szdg csicsaira.
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A rend meghatarozasa komplex szamokra

Allitas (K1.5.11)
A 0 # z € C rendje pontosan akkor véges
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igy (k,n) =1, ekkor z = g = cos(% - 27) + isin(X - 27) rendje n.

V.

Bizonyitas

Ha z" = 1, akkor z = cos(2km/n) + isin(2km/n) alkalmas k-ra.
Lattuk, hogy £1 = cos(27/n) + isin(27/n)-nek a k-adik
hatvanya ¢, ezért £; hatvanyai pontosan az n-edik
egységgyokok. Igy c1-nek n darab hatvanya van,

azaz rendje o(e1) = n.
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A rend meghatarozasa komplex szamokra

Allitas (K1.5.11)

A 0 # z € C rendje pontosan akkor véges (azaz z akkor
egységgyok), ha hossza 1, és szbge a 27 racionalis tobbszordse.
Legyen a szdg (p/q)2m. Egyszer(sitsiik ezt a tortet: p/q = k/n.
igy (k,n) =1, ekkor z = g = cos(% - 27) + isin(X - 27) rendje n.

V.

n

Bizonyitas

Ha z" = 1, akkor z = cos(2km/n) + isin(2km/n) alkalmas k-ra.
Lattuk, hogy £1 = cos(27/n) + isin(27/n)-nek a k-adik
hatvanya ¢, ezért £; hatvanyai pontosan az n-edik
egységgyokok. Igy c1-nek n darab hatvanya van,

azaz rendje o(=1) = n. A hatvany rendjének képlete miatt
o(ek) = o(ef) =
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A rend meghatarozasa komplex szamokra

Allitas (K1.5.11)

A 0 # z € C rendje pontosan akkor véges (azaz z akkor
egységgyok), ha hossza 1, és szbge a 27 racionalis tobbszordse.
Legyen a szdg (p/q)2m. Egyszer(sitsiik ezt a tortet: p/q = k/n.
igy (k,n) =1, ekkor z = g = cos(% - 27) + isin(X - 27) rendje n.

V.

n

Bizonyitas

Ha z" = 1, akkor z = cos(2km/n) + isin(2km/n) alkalmas k-ra.
Lattuk, hogy £1 = cos(27/n) + isin(27/n)-nek a k-adik
hatvanya ¢, ezért £; hatvanyai pontosan az n-edik
egységgyokok. Igy c1-nek n darab hatvanya van,

azaz rendje o(=1) = n. A hatvany rendjének képlete miatt

o(ex) = o(e¥) = n/(n, k).
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A rend meghatarozasa komplex szamokra

Allitas (K1.5.11)

A 0 # z € C rendje pontosan akkor véges (azaz z akkor
egységgyok), ha hossza 1, és szbge a 27 racionalis tobbszordse.
Legyen a szdg (p/q)2m. Egyszer(sitsiik ezt a tortet: p/q = k/n.

igy (k,n) =1, ekkor z = g = cos(% - 27) + isin(X - 27) rendje n.
V.

n
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Bizonyitas

Ha z" = 1, akkor z = cos(2km/n) + isin(2km/n) alkalmas k-ra.
Lattuk, hogy £1 = cos(27/n) + isin(27/n)-nek a k-adik
hatvanya ¢, ezért £; hatvanyai pontosan az n-edik
egységgyokok. Igy c1-nek n darab hatvanya van,

azaz rendje o(=1) = n. A hatvany rendjének képlete miatt
o(cx) = o(e¥) = n/(n, k). Mivel (n, k) = 1, ezért o(ex) = n.

O

V.
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Példa a rend meghatarozasara

Allitas
Ha (n, k) = 1, akkor £, = cos(2km/n) + isin(2km/n) rendje n. J
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Példa a rend meghatarozasara

Allitas
Ha (n, k) = 1, akkor £, = cos(2km/n) + isin(2km/n) rendje n.

Példa (K1.5.15)
Mennyi lesz z = cos 336° + i sin 336° rendje?
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Példa a rend meghatarozasara

Allitas
Ha (n, k) = 1, akkor £, = cos(2km/n) + isin(2km/n) rendje n.

Példa (K1.5.15)
Mennyi lesz z = cos 336° + i sin 336° rendje?

Megoldas
c0s336° -+ /sin 336° hossza 1,
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Példa a rend meghatarozasara

Allitas
Ha (n, k) = 1, akkor £, = cos(2km/n) + isin(2km/n) rendje n.

Példa (K1.5.15)
Mennyi lesz z = cos 336° + i sin 336° rendje?

Megoldas
cos 336° + sin 336° hossza 1, szdge 336 - 1°,
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Példa a rend meghatarozasara

Allitas
Ha (n, k) = 1, akkor £, = cos(2km/n) + isin(2km/n) rendje n.

Példa (K1.5.15)
Mennyi lesz z = cos 336° + i sin 336° rendje?

Megoldas
cos 336° + isin 336° hossza 1, sz8ge 336 - 1°, ami 336/360 - 2.
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Példa a rend meghatarozasara

Allitas
Ha (n, k) = 1, akkor £, = cos(2km/n) + isin(2km/n) rendje n.

Példa (K1.5.15)
Mennyi lesz z = cos 336° + i sin 336° rendje?

Megoldas
cos 336° + isin 336° hossza 1, sz8ge 336 - 1°, ami 336/360 - 2.
336/360 racionalis szam, igy z egységgyok.
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Példa a rend meghatarozasara

Allitas
Ha (n, k) = 1, akkor £, = cos(2km/n) + isin(2km/n) rendje n.

Példa (K1.5.15)
Mennyi lesz z = cos 336° + i sin 336° rendje?

Megoldas

cos 336° + isin 336° hossza 1, sz8ge 336 - 1°, ami 336/360 - 2.
336/360 racionalis szam, igy z egységgyok. Egyszer(sitve:

336 14

360 15°
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Példa a rend meghatarozasara

Allitas
Ha (n, k) = 1, akkor £, = cos(2km/n) + isin(2km/n) rendje n.

Példa (K1.5.15)
Mennyi lesz z = cos 336° + i sin 336° rendje?

Megoldas
cos 336° + isin 336° hossza 1, sz8ge 336 - 1°, ami 336/360 - 2.
336/360 racionalis szam, igy z egységgyok. Egyszer(sitve:
336 14
360 15°
Tehat z = cos(14 - 27/15) + isin(14 - 27/15).
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Példa a rend meghatarozasara

Allitas
Ha (n, k) = 1, akkor £, = cos(2km/n) + isin(2km/n) rendje n.

Példa (K1.5.15)
Mennyi lesz z = cos 336° + i sin 336° rendje?

Megoldas
cos 336° + isin 336° hossza 1, sz8ge 336 - 1°, ami 336/360 - 2.
336/360 racionalis szam, igy z egységgyok. Egyszer(sitve:
336 14
360 15°
Tehat z = cos(14 - 27/15) + isin(14 - 27/15).
Mivel (14,15) = 1, ezért z rendje a fenti allitas miatt 15. O




Hatvany rendjének képlete Algebra és szamelmélet

A rend tulajdonsagainak osszefoglalasa

Osszefoglalas (K1.5.8, K1.5.11)

Legyen z nem nulla komplex szam.

25. eléadas

o A z egységgyok, ha z = 1 alkalmas m > 0 egészre.

14 / 15




Hatvany rendjének képlete Algebra és szamelmélet 25. eléadas 14 / 15

A rend tulajdonsagainak osszefoglalasa

Osszefoglalas (K1.5.8, K1.5.11)
Legyen z nem nulla komplex szam.
o A z egységgyok, ha z = 1 alkalmas m > 0 egészre.

@ Ha z nem egységgyok, akkor barmely két egész kitevdjii
hatvanya kiilonbozé. Ilyenkor z rendje oo.
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A rend tulajdonsagainak osszefoglalasa

Osszefoglalas (K1.5.8, K1.5.11)
Legyen z nem nulla komplex szam.
o A z egységgyok, ha z = 1 alkalmas m > 0 egészre.

@ Ha z nem egységgyok, akkor barmely két egész kitevdjii
hatvanya kiilonbozé. Ilyenkor z rendje oo.

@ Ha z egységgydk, akkor a hatvanyai periodikusan ismétlédnek.

A periédus hossza z rendje, o(z). A rend a hatvanyok szama.
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A rend tulajdonsagainak osszefoglalasa

Osszefoglalas (K1.5.8, K1.5.11)
Legyen z nem nulla komplex szam.
o A z egységgyok, ha z = 1 alkalmas m > 0 egészre.

@ Ha z nem egységgyok, akkor barmely két egész kitevdjii
hatvanya kiilonbozé. Ilyenkor z rendje oo.

@ Ha z egységgydk, akkor a hatvanyai periodikusan ismétlédnek.
A periédus hossza z rendje, o(z). A rend a hatvanyok szama.

0 Zk=27' = o(z) | k— L. Igy z"=1 < o(z) | n.
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A rend tulajdonsagainak osszefoglalasa

Osszefoglalas (K1.5.8, K1.5.11)
Legyen z nem nulla komplex szam.
o A z egységgyok, ha z = 1 alkalmas m > 0 egészre.

@ Ha z nem egységgyok, akkor barmely két egész kitevdjii
hatvanya kiilonbozé. Ilyenkor z rendje oo.

@ Ha z egységgydk, akkor a hatvanyai periodikusan ismétlédnek.
A periédus hossza z rendje, o(z). A rend a hatvanyok szama.

ZK=27' <= o(z) | k— 1. lgy 2" =1 <= o(z) | n.

A z j6 kitevsi azok az n egészek, melyekre z" = 1.
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A rend tulajdonsagainak osszefoglalasa

Osszefoglalas (K1.5.8, K1.5.11)
Legyen z nem nulla komplex szam.
o A z egységgyok, ha z = 1 alkalmas m > 0 egészre.

@ Ha z nem egységgyok, akkor barmely két egész kitevdjii
hatvanya kiilonbozé. Ilyenkor z rendje oo.

@ Ha z egységgydk, akkor a hatvanyai periodikusan ismétlédnek.
A periédus hossza z rendje, o(z). A rend a hatvanyok szama.

ZK=27' <= o(z) | k— 1. lgy 2" =1 <= o(z) | n.

A z j6 kitevsi azok az n egészek, melyekre z" = 1.

A z rendje a legkisebb pozitiv j6 kitevgje. A jé kitevék
pontosan a rend tobbszdrései.
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A rend tulajdonsagainak osszefoglalasa

Osszefoglalas (K1.5.8, K1.5.11)

Legyen z nem nulla komplex szam.
o A z egységgyok, ha z = 1 alkalmas m > 0 egészre.
@ Ha z nem egységgyok, akkor barmely két egész kitevdjii
hatvanya kiilonbozé. Ilyenkor z rendje oo.
@ Ha z egységgydk, akkor a hatvanyai periodikusan ismétlédnek.

A periédus hossza z rendje, o(z). A rend a hatvanyok szama.

ZK=27' <= o(z) | k— 1. lgy 2" =1 <= o(z) | n.

A z j6 kitevsi azok az n egészek, melyekre z" = 1.

A z rendje a legkisebb pozitiv j6 kitevgje. A jé kitevék
pontosan a rend tobbszdrései.

A z akkor egységgydk, ha hossza 1, szoge 2m-nek racionalis
tobbszordse; o(z) ezen egyszerdisithetetlen tort nevezgje.
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A 25. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak
Komplex szam rendje (K1.5.7).
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A 25. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Komplex szam rendje (K1.5.7).
Szam rendje mod m (FGy3.2.1).
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A 25. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Komplex szam rendje (K1.5.7).
Szam rendje mod m (FGy3.2.1).
Csoportelem rendje,
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A 25. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Komplex szam rendje (K1.5.7).
Szam rendje mod m (FGy3.2.1).
Csoportelem rendje, j6 kitevje (K1.5.6, 4.3.9).
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A 25. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Komplex szam rendje (K1.5.7).
Szam rendje mod m (FGy3.2.1).
Csoportelem rendje, j6 kitevje (K1.5.6, 4.3.9).

Tételek
Csoportelem hatvanyainak egyenlésége (K1.5.8),
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A 25. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Komplex szam rendje (K1.5.7).
Szam rendje mod m (FGy3.2.1).
Csoportelem rendje, j6 kitevje (K1.5.6, 4.3.9).

Tételek

Csoportelem hatvanyainak egyenlésége (K1.5.8),
a rend és a j6 kitevék kapcsolata (K1.5.8, 4.3.9, Fgy3.2.2).
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A 25. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Komplex szam rendje (K1.5.7).
Szam rendje mod m (FGy3.2.1).
Csoportelem rendje, j6 kitevje (K1.5.6, 4.3.9).

Tételek

Csoportelem hatvanyainak egyenlésége (K1.5.8),
a rend és a j6 kitevék kapcsolata (K1.5.8, 4.3.9, Fgy3.2.2).
Permutacié rendje a ciklusfelbontasbél (K4.3.12).
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A 25. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Komplex szam rendje (K1.5.7).
Szam rendje mod m (FGy3.2.1).
Csoportelem rendje, j6 kitevje (K1.5.6, 4.3.9).

Tételek

Csoportelem hatvanyainak egyenlésége (K1.5.8),

a rend és a j6 kitevék kapcsolata (K1.5.8, 4.3.9, Fgy3.2.2).
Permutacié rendje a ciklusfelbontasbél (K4.3.12).

A hatvany rendjének képlete (K1.5.10, 4,3,10).
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A 25. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak
Komplex szam rendje (K1.5.7).

Szam rendje mod m (FGy3.2.1).
Csoportelem rendje, j6 kitevje (K1.5.6, 4.3.9).

Tételek

Csoportelem hatvanyainak egyenlésége (K1.5.8),

a rend és a j6 kitevék kapcsolata (K1.5.8, 4.3.9, Fgy3.2.2).
Permutacié rendje a ciklusfelbontasbél (K4.3.12).

A hatvany rendjének képlete (K1.5.10, 4,3,10).

A rend leolvasasa a trigonometrikus alakbdl (K1.5.11).
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