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Nem igaz a megforditdsa. Példa: x + 1 irreducibilis
Q folstt, de nem alkalmazhaté ra a kritérium.

A nevezSkkel felszorozva racionalis egyiitthat6s polinomokra
is alkalmazhaté lehet. Példa: x” + (2/3).

Csak Q folotti, és nem Z folotti irreducibilitast biztosit.
Példa: 9x + 18 irreducibilis Q fol6tt, de Z fol6tt nem:
itt 9(x + 2) nemtrivialis felbontas.
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f € Q[x] irreducibilis ) f6lott, ha alkalmas eltoltja,
vagyis az f(x + ¢) polinom irreducibilis Q f8l6tt (c € Q).

Valéban, f(x) = g(x)h(x) < f(x+ c) = g(x + c)h(x + ¢).
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(x +1)* 4+ 1 = x* +4x3 + 6x% + 4x + 2, erre mér igen, p = 2-vel.
Tehat x* + 1 is irreducibilis Q f5l5tt.
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f € Q[x] irreducibilis ) f6lott, ha alkalmas eltoltja,
vagyis az f(x + ¢) polinom irreducibilis Q f8l6tt (c € Q).

Valéban, f(x) = g(x)h(x) < f(x+ c) = g(x + c)h(x + ¢).

Példa: x* + 1-re nem alkalmazhaté a Schénemann—Eisenstein. De
(x +1)* 4+ 1 = x* +4x3 + 6x% + 4x + 2, erre mér igen, p = 2-vel.
Tehat x* + 1 is irreducibilis Q f5l5tt.

Tétel

Létezik algoritmus az irreducibilitas eldontésére Q folott,
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Tovabbi médszerek O folott

Allitas (K3.5.5)

f € Q[x] irreducibilis ) f6lott, ha alkalmas eltoltja,
vagyis az f(x + c) polinom irreducibilis Q f6l6tt (¢ € Q).

Valéban, f(x) = g(x)h(x) < f(x+ c) = g(x + c)h(x + ¢).

Példa: x* + 1-re nem alkalmazhaté a Schénemann—Eisenstein. De
(x +1)* 4+ 1 = x* +4x3 + 6x% + 4x + 2, erre mér igen, p = 2-vel.
Tehat x* + 1 is irreducibilis Q f5l5tt.

Tétel

Létezik algoritmus az irreducibilitas eldontésére Q folott,
példaul interpolacié segitségével.
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Tovabbi médszerek O folott

Allitas (K3.5.5)

f € Q[x] irreducibilis ) f6lott, ha alkalmas eltoltja,
vagyis az f(x + c) polinom irreducibilis Q f6l6tt (¢ € Q).

Valéban, f(x) = g(x)h(x) < f(x+ c) = g(x + c)h(x + ¢).

Példa: x* + 1-re nem alkalmazhaté a Schénemann—Eisenstein. De
(x +1)* 4+ 1 = x* +4x3 + 6x% + 4x + 2, erre mér igen, p = 2-vel.
Tehat x* + 1 is irreducibilis Q f5l5tt.

Tétel

Létezik algoritmus az irreducibilitas eldontésére Q folott,
példaul interpolacié segitségével. Van hatékony algoritmus is.




Algebra és szamelmélet 24. eldadas 4/ 19

Tovabbi médszerek O folott

Allitas (K3.5.5)

f € Q[x] irreducibilis ) f6lott, ha alkalmas eltoltja,
vagyis az f(x + c) polinom irreducibilis Q f6l6tt (¢ € Q).

Valéban, f(x) = g(x)h(x) < f(x+ c) = g(x + c)h(x + ¢).

Példa: x* + 1-re nem alkalmazhaté a Schénemann—Eisenstein. De
(x +1)* 4+ 1 = x* +4x3 + 6x% + 4x + 2, erre mér igen, p = 2-vel.
Tehat x* + 1 is irreducibilis Q f5l5tt.

Tétel

Létezik algoritmus az irreducibilitas eldontésére Q folott,
példaul interpolacié segitségével. Van hatékony algoritmus is.

A médszerek Gsszefoglalasa: a Kiss-konyv 111. oldalan.
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Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor,
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Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor, ha van olyan h € Z[x], hogy g = fh.
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Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor, ha van olyan h € Z[x], hogy g = fh.

Allitas (K3.1.6)
Az f(x) € Z|x]| akkor és csak akkor oszthaté Z[x|-ben
a c egész szammal,
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Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor, ha van olyan h € Z[x], hogy g = fh.

Allitas (K3.1.6)
Az f(x) € Z|x]| akkor és csak akkor oszthaté Z[x|-ben
a c egész szammal, ha f minden egyiitthatéja oszthaté c-vel.
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Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor, ha van olyan h € Z[x], hogy g = fh.
Allitas (K3.1.6)

Az f(x) € Z|x]| akkor és csak akkor oszthaté Z[x|-ben
a c egész szammal, ha f minden egyiitthatéja oszthaté c-vel.

Bizonyitas
Ha c | f(x), akkor van olyan h(x) = by + bix + ...+ byx" € Z[x],
melyre ch(x) = f(x).
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Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor, ha van olyan h € Z[x], hogy g = fh.
Allitas (K3.1.6)

Az f(x) € Z|x]| akkor és csak akkor oszthaté Z[x|-ben
a c egész szammal, ha f minden egyiitthatéja oszthaté c-vel.

Bizonyitas
Ha c | f(x), akkor van olyan h(x) = by + bix + ...+ byx" € Z[x],
melyre ch(x) = f(x). Ezért f(x) egylitthatéi a cb; szamok,
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Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor, ha van olyan h € Z[x], hogy g = fh.
Allitas (K3.1.6)

Az f(x) € Z|x]| akkor és csak akkor oszthaté Z[x|-ben
a c egész szammal, ha f minden egyiitthatéja oszthaté c-vel.

Bizonyitas

Ha c | f(x), akkor van olyan h(x) = by + bix + ...+ byx" € Z[x],
melyre ch(x) = f(x). Ezért f(x) egylitthatéi a cb; szamok,

amik mind c-vel oszthaték.
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Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor, ha van olyan h € Z[x], hogy g = fh.
Allitas (K3.1.6)

Az f(x) € Z|x]| akkor és csak akkor oszthaté Z[x|-ben
a c egész szammal, ha f minden egyiitthatéja oszthaté c-vel.

Bizonyitas

Ha c | f(x), akkor van olyan h(x) = by + bix + ...+ byx" € Z[x],
melyre ch(x) = f(x). Ezért f(x) egylitthatéi a cb; szamok,

amik mind c-vel oszthaték.

Megforditva: Legyen f(x) = ap + aix + ...+ apx".
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Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor, ha van olyan h € Z[x], hogy g = fh.
Allitas (K3.1.6)

Az f(x) € Z|x]| akkor és csak akkor oszthaté Z[x|-ben
a c egész szammal, ha f minden egyiitthatéja oszthaté c-vel.

Bizonyitas

Ha c | f(x), akkor van olyan h(x) = by + bix + ...+ byx" € Z[x],
melyre ch(x) = f(x). Ezért f(x) egylitthatéi a cb; szamok,

amik mind c-vel oszthaték.

Megforditva: Legyen f(x) = ap + aix + ...+ apx".

Ha minden a; oszthatd c-vel, akkor vannak olyan b; egészek,

hogy cb; = a; minden J-re.
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Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor, ha van olyan h € Z[x], hogy g = fh.
Allitas (K3.1.6)

Az f(x) € Z|x]| akkor és csak akkor oszthaté Z[x|-ben
a c egész szammal, ha f minden egyiitthatéja oszthaté c-vel.

Bizonyitas

Ha c | f(x), akkor van olyan h(x) = by + bix + ...+ byx" € Z[x],
melyre ch(x) = f(x). Ezért f(x) egylitthatéi a cb; szamok,

amik mind c-vel oszthaték.

Megforditva: Legyen f(x) = ap + aix + ...+ apx".

Ha minden a; oszthatd c-vel, akkor vannak olyan b; egészek,

hogy cb; = a; minden i-re. Igy f(x) = c(bg + bix + ...+ byx"),
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Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor, ha van olyan h € Z[x], hogy g = fh.
Allitas (K3.1.6)

Az f(x) € Z|x]| akkor és csak akkor oszthaté Z[x|-ben
a c egész szammal, ha f minden egyiitthatéja oszthaté c-vel.

Bizonyitas

Ha c | f(x), akkor van olyan h(x) = by + bix + ...+ byx" € Z[x],
melyre ch(x) = f(x). Ezért f(x) egylitthatéi a cb; szamok,

amik mind c-vel oszthaték.

Megforditva: Legyen f(x) = ap + aix + ...+ apx".

Ha minden a; oszthatd c-vel, akkor vannak olyan b; egészek,

hogy cb; = a; minden i-re. Igy f(x) = c(bg + bix + ...+ byx"),
és a zarGjelben egész egyiitthatés polinom all.




Egész egyiitthatés polinomok Algebra és szamelmélet 24. eldadas 5/ 19

Oszthatésag egész szammal

Emlékeztets (K3.1.3): Ha f, g € Z[x], akkor
f | g akkor és csak akkor, ha van olyan h € Z[x], hogy g = fh.
Allitas (K3.1.6)

Az f(x) € Z|x]| akkor és csak akkor oszthaté Z[x|-ben
a c egész szammal, ha f minden egyiitthatéja oszthaté c-vel.

Bizonyitas

Ha c | f(x), akkor van olyan h(x) = by + bix + ...+ byx" € Z[x],
melyre ch(x) = f(x). Ezért f(x) egylitthatéi a cb; szamok,

amik mind c-vel oszthaték.

Megforditva: Legyen f(x) = ap + aix + ...+ apx".

Ha minden a; oszthatd c-vel, akkor vannak olyan b; egészek,

hogy cb; = a; minden i-re. Igy f(x) = c(bg + bix + ...+ byx"),
és a zardjelben egész egyiitthatds polinom all. Ezért ¢ | f(x). O
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztdja.
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)
Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.




Egész egyiitthatés polinomok Algebra és szamelmélet 24. eldadas 6 /19

Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trivialis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trivialis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,

ha nem nulla,
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,

ha nem nulla, nem egység,
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,

ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontasa.
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,

ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontasa.

Példa: az f(x) = 6(x? — 2)(x? + 1) € Z[x] irreducibilisekre bontasa
Z|x]-ben 4 tényezés:



Egész egyiitthatés polinomok Algebra és szamelmélet 24. eldadas 6 /19

Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,

ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontasa.

Példa: az f(x) = 6(x? )(x + 1) € Z|[x] irreducibilisekre bontasa
Z[x]-ben 4 tényezés: 2 -3 - (x? —2) - (x? +1).
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,

ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontasa.

Példa: az f(x) = 6(x? )(x + 1) € Z|[x] irreducibilisekre bontasa
Z[x]-ben 4 tényezés: 2 -3 - (x? —2) - (x? +1).

Definicié (K3.4.1)

Primitiv polinom: egyiitthatéinak legnagyobb kdzds osztdja 1.
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,

ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontasa.

Példa: az f(x) = 6(x? )(x + 1) € Z|[x] irreducibilisekre bontasa
Z[x]-ben 4 tényezés: 2 -3 - (x? —2) - (x? +1).

Definicié (K3.4.1)

Primitiv polinom: egyiitthatéinak legnagyobb kdzds osztdja 1.

Példa: 60x% + 36x* + 90 =
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,

ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontasa.

Példa: az f(x) = 6(x? )(x + 1) € Z|[x] irreducibilisekre bontasa
Z[x]-ben 4 tényezés: 2 -3 - (x? —2) - (x? +1).

Definicié (K3.4.1)

Primitiv polinom: egyiitthatéinak legnagyobb kdzds osztdja 1.

Példa: 60x% + 36x* + 90 = 6(10x% + 6x* + 15).
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,

ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontasa.

Példa: az f(x) = 6(x? )(x + 1) € Z|[x] irreducibilisekre bontasa
Z[x]-ben 4 tényezés: 2 -3 - (x? —2) - (x? +1).

Definicié (K3.4.1)

Primitiv polinom: egyiitthatéinak legnagyobb kdzds osztdja 1.

Példa: 60x% + 36x* + 90 = 6(10x% + 6x* + 15).
Kiemeltiik az egyiitthaték legnagyobb kdzds osztdjat.
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,

ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontasa.

Példa: az f(x) = 6(x? )(x + 1) € Z|[x] irreducibilisekre bontasa
Z[x]-ben 4 tényezés: 2 -3 - (x? —2) - (x? +1).

Definicié (K3.4.1)

Primitiv polinom: egyiitthatéinak legnagyobb kdzds osztdja 1.

Példa: 60x% + 36x* + 90 = 6(10x% + 6x* + 15).
Kiemeltiik az egyiitthaték legnagyobb kdzds osztdjat.
Nyilvan (10,6,15) =1
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.
Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.

Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,

ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontasa.

Példa: az f(x) = 6(x? )(x + 1) € Z|[x] irreducibilisekre bontasa
Z[x]-ben 4 tényezés: 2 -3 - (x? —2) - (x? +1).

Definicié (K3.4.1)

Primitiv polinom: egyiitthatéinak legnagyobb kdzds osztdja 1.

Példa: 60x% + 36x* + 90 = 6(10x% + 6x* + 15).
Kiemeltiik az egyiitthaték legnagyobb kdzds osztdjat.
Nyilvan (10,6,15) = 1 (de nem paronként relativ primek).
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Primitiv polinomok

Emlékeztets (K3.1. szakasz)

Egység: minden polinomnak osztéja. Z-ben, 7Z[x]-ben csak a +1.

Az f = gh trividlis felbontas, ha g és h valamelyike egység.
Az f felbonthatatlan, mas széval irreducibilis,
ha nem nulla, nem egység, és nincs nemtrivialis felbontasa.

Példa: az f(x) = 6(x? )(x + 1) € Z|[x] irreducibilisekre bontasa

Z[x]-ben 4 tényezés: 2 -3 - (x? —2) - (x? +1).
Definicié (K3.4.1)

Primitiv polinom: egyiitthatéinak legnagyobb kdzds osztdja 1.

Pelda: 60x% + 36x* + 90 = 6(10x% + 6x* + 15).
Kiemeltiik az egyiitthaték legnagyobb kdzds osztdjat.
Nyilvan (10,6,15) = 1 (de nem paronként relativ primek).
Ezért 10x° + 6x* + 15 mar primitiv polinom.
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan,
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

24. eldadas
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

Bizonyitas

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

Bizonyitas
Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
Tudjuk, hogy a 7Z és a 7Z[x| egységei ugyanazok: +1.
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

Bizonyitas

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
Tudjuk, hogy a 7Z és a 7Z|x| egységei ugyanazok: +1. Ezért n a
Z|x|-ben sem egység.
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

Bizonyitas

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
Tudjuk, hogy a 7Z és a 7Z|x| egységei ugyanazok: +1. Ezért n a
Z|x|-ben sem egység. Kell: n minden felbontasa trivialis Z[x]-ben.
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

Bizonyitas

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
Tudjuk, hogy a 7Z és a 7Z|x| egységei ugyanazok: +1. Ezért n a
Z|x|-ben sem egység. Kell: n minden felbontasa trivialis Z[x]-ben.
Tegyiik fel, hogy n = g(x)h(x), ahol g, h € Z[x].
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

Bizonyitas |
Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
Tudjuk, hogy a 7Z és a 7Z|x| egységei ugyanazok: +1. Ezért n a
Z|x|-ben sem egység. Kell: n minden felbontasa trivialis Z[x]-ben.
Tegyiik fel, hogy n = g(x)h(x), ahol g, h € Z[x].

Mindkét oldal fokat véve 0 = gr(n) = gr(g) + gr(h) adddik.
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Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.
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Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
Tudjuk, hogy a 7Z és a 7Z|x| egységei ugyanazok: +1. Ezért n a
Z|x|-ben sem egység. Kell: n minden felbontasa trivialis Z[x]-ben.
Tegyiik fel, hogy n = g(x)h(x), ahol g, h € Z[x].

Mindkét oldal fokat véve 0 = gr(n) = gr(g) + gr(h) adddik.

Ezért g és h is nem nulla konstans,
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

Bizonyitas

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
Tudjuk, hogy a 7Z és a 7Z|x| egységei ugyanazok: +1. Ezért n a
Z|x|-ben sem egység. Kell: n minden felbontasa trivialis Z[x]-ben.
Tegyiik fel, hogy n = g(x)h(x), ahol g, h € Z[x].

Mindkét oldal fokat véve 0 = gr(n) = gr(g) + gr(h) adddik.

Ezért g és h is nem nulla konstans, azaz egész szam.
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

Bizonyitas

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
Tudjuk, hogy a 7Z és a 7Z|x| egységei ugyanazok: +1. Ezért n a
Z|x|-ben sem egység. Kell: n minden felbontasa trivialis Z[x]-ben.
Tegyiik fel, hogy n = g(x)h(x), ahol g, h € Z[x].

Mindkét oldal fokat véve 0 = gr(n) = gr(g) + gr(h) adddik.

Ezért g és h is nem nulla konstans, azaz egész szam.

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ez a felbontés trivialis,
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

Bizonyitas

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
Tudjuk, hogy a 7Z és a 7Z|x| egységei ugyanazok: +1. Ezért n a
Z|x|-ben sem egység. Kell: n minden felbontasa trivialis Z[x]-ben.
Tegyiik fel, hogy n = g(x)h(x), ahol g, h € Z[x].

Mindkét oldal fokat véve 0 = gr(n) = gr(g) + gr(h) adddik.

Ezért g és h is nem nulla konstans, azaz egész szam.

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ez a felbontés trivialis,

vagyis g és h egyike egység Z-ben,
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

Bizonyitas

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
Tudjuk, hogy a 7Z és a 7Z|x| egységei ugyanazok: +1. Ezért n a
Z|x|-ben sem egység. Kell: n minden felbontasa trivialis Z[x]-ben.
Tegyiik fel, hogy n = g(x)h(x), ahol g, h € Z[x].

Mindkét oldal fokat véve 0 = gr(n) = gr(g) + gr(h) adddik.

Ezért g és h is nem nulla konstans, azaz egész szam.

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ez a felbontés trivialis,

vagyis g és h egyike egység Z-ben, igy Z[x]-ben is,
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Felbonthatatlan konstans polinomok

Tétel (K3.4.2)

Ha egy n egész szam 7-ben felbonthatatlan, akkor
polinomként tekintve felbonthatatlan Z[x]-ben is.

Bizonyitas

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ezért nem nulla és nem egység.
Tudjuk, hogy a 7Z és a 7Z|x| egységei ugyanazok: +1. Ezért n a
Z|x|-ben sem egység. Kell: n minden felbontasa trivialis Z[x]-ben.
Tegyiik fel, hogy n = g(x)h(x), ahol g, h € Z[x].

Mindkét oldal fokat véve 0 = gr(n) = gr(g) + gr(h) adddik.

Ezért g és h is nem nulla konstans, azaz egész szam.

Mivel n felbonthatatlan Z-ben, ez a felbontés trivialis,

vagyis g és h egyike egység Z-ben, igy Z[x]-ben is,

és ezért az n = g(x)h(x) felbontas tényleg trivialis Z[x|-ben. O
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Prim konstans polinomok*

Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim,
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Prim konstans polinomok*

Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x| prim, ha nem nulla,
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Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,
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Prim konstans polinomok*

Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,
és minden g. h € Z[x] esetén, ha f | gh,
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Prim konstans polinomok*

Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,
és minden g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.
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Prim konstans polinomok*

Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,
és minden g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma | (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z[x]-ben is prim (konstans poIinomként).J
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Prim konstans polinomok*

Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,

és minden g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma | (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z|[x|-ben is prim (konstans polinomként).

Bizonyitas

Mivel p prim, ezért nem nulla, és nem egység 7[x|-ben sem.




Egész egyiitthatés polinomok Algebra és szamelmélet 24. eldadas 8/ 19

Prim konstans polinomok*

Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,
és minden g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma | (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z|[x|-ben is prim (konstans polinomként).

V.

Bizonyitas

Mivel p prim, ezért nem nulla, és nem egység 7[x|-ben sem.
Tegyiik fel, hogy p | g(x)h(x), ahol g(x) = ap + a1 x + ... + apx”
és h(x) = by + bix + ...+ bypx™.
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Prim konstans polinomok*

Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,
és minden g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma | (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z|[x|-ben is prim (konstans polinomként).

V.

Bizonyitas

Mivel p prim, ezért nem nulla, és nem egység 7[x|-ben sem.
Tegyiik fel, hogy p | g(x)h(x), ahol g(x) = ap + a1 x + ... + apx”
és h(x) = by + bix + ...+ bmx™. Indirekt feltevés: p1 g és p1 h.
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Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,

és minden g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma | (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z|[x|-ben is prim (konstans polinomként).

Bizonyitas

Mivel p prim, ezért nem nulla, és nem egység 7[x|-ben sem.
Tegyiik fel, hogy p | g(x)h(x), ahol g(x) = ap + a1 x + ... + apx”
és h(x) = by + bix + ...+ bmx™. Indirekt feltevés: p1 g és p1 h.
Legyen |, illetve j a legnagyobb index,
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Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,

és minden g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma | (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z|[x|-ben is prim (konstans polinomként).

Bizonyitas

Mivel p prim, ezért nem nulla, és nem egység 7[x|-ben sem.
Tegyiik fel, hogy p | g(x)h(x), ahol g(x) = ap + a1 x + ... + apx”
és h(x) = by + bix + ...+ bmx™. Indirekt feltevés: p1 g és p1 h.
Legyen /, illetve j a legnagyobb index, melyre p { a;, illetve p 1 b;.
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Prim konstans polinomok*

Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,

és minden g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma | (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z|[x|-ben is prim (konstans polinomként).

Bizonyitas

Mivel p prim, ezért nem nulla, és nem egység 7[x|-ben sem.
Tegyiik fel, hogy p | g(x)h(x), ahol g(x) = ap + aix + ...+ apx”
és h(x) = bg + bix + ...+ byx™. Indirekt feltevés: pt g és p1t h.
Legyen /, illetve j a legnagyobb index, melyre p { a;, illetve p 1 b;.
Mivel p prim Z-ben, p 1 a;b;.
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Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,

és minden g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma | (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z|[x|-ben is prim (konstans polinomként).

Bizonyitas

Mivel p prim, ezért nem nulla, és nem egység 7[x|-ben sem.
Tegyiik fel, hogy p | g(x)h(x), ahol g(x) = ap + aix + ...+ apx”
és h(x) = bg + bix + ...+ byx™. Indirekt feltevés: pt g és p1t h.
Legyen /, illetve j a legnagyobb index, melyre p { a;, illetve p 1 b;.
Mivel p prim Z-ben, p { a;b;. De minden mas tag p-vel oszthaté a
Ciyj = aobj+/ A oo AR a,-,lbjﬂ = a,-bj = a,-+1bj,1 A aoe Tr a,'ﬂ'bo
Osszegben,
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Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,

és minden g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma | (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z|[x|-ben is prim (konstans polinomként).

Bizonyitas

Mivel p prim, ezért nem nulla, és nem egység 7[x|-ben sem.
Tegyiik fel, hogy p | g(x)h(x), ahol g(x) = ap + aix + ...+ apx”
és h(x) = bg + bix + ...+ byx™. Indirekt feltevés: pt g és p1t h.
Legyen /, illetve j a legnagyobb index, melyre p { a;, illetve p 1 b;.
Mivel p prim Z-ben, p { a;b;. De minden mas tag p-vel oszthaté a
Ciyj = aobj+/ A oo AR a,-,lbjﬂ = a,-bj = a,-+1bj,1 A aoe Tr a,'ﬂ'bo
Osszegben, ami gh egy egyiitthatdja.
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Prim konstans polinomok*

Emlékeztets (K3.1.25): f € Z[x] prim, ha nem nulla, nem egység,

és minden g, h € Z[x] esetén, ha f | gh, akkor f | g vagy f | h.

Gauss-lemma | (K3.4.3)
Ha p € Z prim, akkor p a Z|[x|-ben is prim (konstans polinomként).

Bizonyitas

Mivel p prim, ezért nem nulla, és nem egység 7[x|-ben sem.
Tegyiik fel, hogy p | g(x)h(x), ahol g(x) = ap + aix + ...+ apx”
és h(x) = bg + bix + ...+ byx™. Indirekt feltevés: pt g és p1t h.
Legyen /, illetve j a legnagyobb index, melyre p { a;, illetve p 1 b;.
Mivel p prim Z-ben, p { a;b;. De minden mas tag p-vel oszthaté a
Ciyj = aobj+/ A oo AR a,-,lbjﬂ = a,'bler a,-+1bj,1 A aoe Tr a,'ﬂ'bo
Osszegben, ami gh egy egyiitthatdja. Igy p { i, ellentmondas. [
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Az els6 Gauss-lemma elsé kdvetkezménye*

Gauss-lemma |, els6 kovetkezmény (K3.4.4)
Primitiv polinomok szorzata is primitiv. J
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Az els6 Gauss-lemma elsé kdvetkezménye*

Gauss-lemma |, els6 kovetkezmény (K3.4.4)

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas

Ha gh nem primitiv, akkor van olyan p € Z prim, amire p | gh.
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Az els6 Gauss-lemma elsé kdvetkezménye*

Gauss-lemma |, els6 kovetkezmény (K3.4.4)

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas
Ha gh nem primitiv, akkor van olyan p € 7Z prim, amire p | gh. Ha
g, h primitiv, akkor p{ g és pt h,
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Az els6 Gauss-lemma elsé kdvetkezménye*

Gauss-lemma |, els6 kovetkezmény (K3.4.4)

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas
Ha gh nem primitiv, akkor van olyan p € 7Z prim, amire p | gh. Ha
g, h primitiv, akkor pt g és pt h, ez ellentmond Gauss I-nek. O]

V
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Az els6 Gauss-lemma elsé kdvetkezménye*

Gauss-lemma |, els6 kovetkezmény (K3.4.4)

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas
Ha gh nem primitiv, akkor van olyan p € 7Z prim, amire p | gh. Ha
g, h primitiv, akkor pt g és pt h, ez ellentmond Gauss I-nek. O]

Allitas
Minden f € Q[x] polinom felirhaté (s/t)f alakban,
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Az els6 Gauss-lemma elsé kdvetkezménye*

Gauss-lemma |, els6 kovetkezmény (K3.4.4)

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas
Ha gh nem primitiv, akkor van olyan p € 7Z prim, amire p | gh. Ha
g, h primitiv, akkor pt g és pt h, ez ellentmond Gauss I-nek. O]

Allitas
Minden € Q[x] polinom felirhaté (s/t)fy alakban, ahol s és ¢
relativ prim egészek,
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Az els6 Gauss-lemma elsé kdvetkezménye*

Gauss-lemma |, els6 kovetkezmény (K3.4.4)

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas
Ha gh nem primitiv, akkor van olyan p € 7Z prim, amire p | gh. Ha
g, h primitiv, akkor pt g és pt h, ez ellentmond Gauss I-nek. O]

Allitas
Minden € Q[x] polinom felirhaté (s/t)fy alakban, ahol s és ¢
relativ prim egészek, fy € Z[x| pedig primitiv.
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Az els6 Gauss-lemma elsé kdvetkezménye*

Gauss-lemma |, els6 kovetkezmény (K3.4.4)

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas
Ha gh nem primitiv, akkor van olyan p € 7Z prim, amire p | gh. Ha
g, h primitiv, akkor pt g és pt h, ez ellentmond Gauss I-nek. O]

Allitas
Minden € Q[x] polinom felirhaté (s/t)fy alakban, ahol s és ¢
relativ prim egészek, fy € Z[x| pedig primitiv.

Bizonyitas

Hozzuk f egyiitthatdit kdzds nevezére,
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Az els6 Gauss-lemma elsé kdvetkezménye*

Gauss-lemma |, els6 kovetkezmény (K3.4.4) |

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas |
Ha gh nem primitiv, akkor van olyan p € 7Z prim, amire p | gh. Ha
g, h primitiv, akkor pt g és pt h, ez ellentmond Gauss I-nek. O]

Allitas |
Minden € Q[x] polinom felirhaté (s/t)fy alakban, ahol s és ¢
relativ prim egészek, fy € Z[x| pedig primitiv.

Bizonyitas
Hozzuk f egyiitthatdit kozds nevezére, majd emeljiik ki
a szamlalok legnagyobb koz8s osztéjat,
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Az els6 Gauss-lemma elsé kdvetkezménye*

Gauss-lemma |, els6 kovetkezmény (K3.4.4) |

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Bizonyitas |
Ha gh nem primitiv, akkor van olyan p € 7Z prim, amire p | gh. Ha
g, h primitiv, akkor pt g és pt h, ez ellentmond Gauss I-nek. O]

Allitas |
Minden € Q[x] polinom felirhaté (s/t)fy alakban, ahol s és ¢
relativ prim egészek, fy € Z[x| pedig primitiv.

Bizonyitas |
Hozzuk f egyiitthatdit kozds nevezére, majd emeljiik ki
a szamlalok legnagyobb koz0s osztéjat, végiil egyszerisitsiink. [
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Az el6z6 allitas szerint g = (s/t)go, ahol (s, t) =1 és gg primitiv.
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Az el6z6 allitas szerint g = (s/t)go, ahol (s, t) =1 és gg primitiv.
Ekkor th = sfgy.
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Mindharom lehetetlen, az els6 azért, mert t és s relativ primek,
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Ekkor th = sfgy. Ha p primosztdja t-nek, akkor p | sfgp.

Az els6 Gauss-lemma miatt p | s, vagy p | f, vagy p | go-
Mindharom lehetetlen, az els6 azért, mert t és s relativ primek,

a masik kett6 azért, mert 1 és gy primitivek.
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Ekkor th = sfgy. Ha p primosztdja t-nek, akkor p | sfgp.

Az els6 Gauss-lemma miatt p | s, vagy p | f, vagy p | go-
Mindharom lehetetlen, az els6 azért, mert t és s relativ primek,

a masik kett6 azért, mert 1 és gy primitivek.

A t szamnak nincs tehat primosztéja,
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Az el6z6 allitas szerint g = (s/t)go, ahol (s.t) = 1 és gp primitiv.
Ekkor th = sfgy. Ha p primosztdja t-nek, akkor p | sfgp.

Az els6 Gauss-lemma miatt p | s, vagy p | f, vagy p | go-
Mindharom lehetetlen, az els6 azért, mert t és s relativ primek,

a masik kett6 azért, mert 1 és gy primitivek.

A t szdmnak nincs tehat primosztdja, vagyis t egység,
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Gauss-lemma |, masodik kdvetkezmény (K3.4.5)
Legyen f € Z[x] primitiv. Ha g € Q[x] és h = fg € Z[x],
akkor g € 7Z[x|. Igy ha egy primitiv f osztéja egy h € Z[x]
polinomnak Q[x]-ben, akkor f osztéja h-nak 7Z[x]-ben is.

Bizonyitas

Az el6z6 allitas szerint g = (s/t)go, ahol (s, t) =1 és gg primitiv.

Ekkor th = sfgy. Ha p primosztdja t-nek, akkor p | sfgp.

Az els6 Gauss-lemma miatt p | s, vagy p | f, vagy p | go-
Mindharom lehetetlen, az els6 azért, mert t és s relativ primek,
a masik kett6 azért, mert 1 és gy primitivek.

A t szdmnak nincs tehat primosztdja, vagyis t egység,

ésigy g = (s/t)go tényleg egész egyiitthatés polinom.

O
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A masodik Gauss-lemma*

Példa: x> —1 = [(2/3)x — (2/3)] [(3/2)x + (3/2)].
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A masodik Gauss-lemma*

Péelda: x? —1 = [(2/3)x — (2/3)] [(3/2)x + (3/2)].
Ez az x> — 1 egy elbonyolitott felbontasa.
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A masodik Gauss-lemma*

Péelda: x? —1 = [(2/3)x — (2/3)] [(3/2)x + (3/2)].
Ez az x> — 1 egy elbonyolitott felbontasa. Ki lehet javitani,
ha az els6 tényez6t 3/2-del, a masodikat 2/3-dal szorozzuk.
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Péelda: x? —1 = [(2/3)x — (2/3)] [(3/2)x + (3/2)].

Ez az x> — 1 egy elbonyolitott felbontasa. Ki lehet javitani,
ha az els6 tényez6t 3/2-del, a masodikat 2/3-dal szorozzuk.
A masodik Gauss-lemma szerint ez mindig lehetséges.
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A masodik Gauss-lemma*

Péelda: x? —1 = [(2/3)x — (2/3)] [(3/2)x + (3/2)].

Ez az x> — 1 egy elbonyolitott felbontasa. Ki lehet javitani,
ha az els6 tényez6t 3/2-del, a masodikat 2/3-dal szorozzuk.
A masodik Gauss-lemma szerint ez mindig lehetséges.

Gauss-lemma Il (K3.4.7)
Ha 0 # f € Z|x] és f = gh, ahol g, h € Q[x],
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A masodik Gauss-lemma*

Péelda: x? —1 = [(2/3)x — (2/3)] [(3/2)x + (3/2)].

Ez az x> — 1 egy elbonyolitott felbontasa. Ki lehet javitani,
ha az els6 tényez6t 3/2-del, a masodikat 2/3-dal szorozzuk.
A masodik Gauss-lemma szerint ez mindig lehetséges.

Gauss-lemma Il (K3.4.7)

Ha 0 # f € Z[x] és f = gh, ahol g, h € Q[x], akkor g és h
megszorozhaté racionalis szamokkal tgy, hogy a kapott g és hy
polinomok egész egyiitthatésak legyenek,
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ha az els6 tényez6t 3/2-del, a masodikat 2/3-dal szorozzuk.
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Ha 0 # f € Z[x] és f = gh, ahol g, h € Q[x], akkor g és h
megszorozhaté racionalis szamokkal tgy, hogy a kapott g és hy
polinomok egész egyiitthatésak legyenek, és f = gy hy teljesiiljon.




Egész egyiitthatés polinomok Algebra és szamelmélet 24. eléadas 11/ 19
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Péelda: x? —1 = [(2/3)x — (2/3)] [(3/2)x + (3/2)].

Ez az x> — 1 egy elbonyolitott felbontasa. Ki lehet javitani,
ha az els6 tényez6t 3/2-del, a masodikat 2/3-dal szorozzuk.
A masodik Gauss-lemma szerint ez mindig lehetséges.

Gauss-lemma Il (K3.4.7)

Ha 0 # f € Z[x] és f = gh, ahol g, h € Q[x], akkor g és h
megszorozhaté racionalis szamokkal tgy, hogy a kapott g és hy
polinomok egész egyiitthatésak legyenek, és f = gy hy teljesiiljon.

Bizonyitas

Legyen g = rgy és h = shg, ahol r;s € Q és gy, hg € Z[x] primitiv.
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Bizonyitas
Legyen g = rgy és h = shg, ahol r;s € Q és gy, hg € Z[x] primitiv.
Ekkor f = (rs)(goho)-
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goho primitiv, igy a masodik kovetkezménye miatt rs € Z[x],

azaz rs egész szam. lgy a g3 = rsgy és hy = hg j6 valasztas. O
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z[x] nem konstans és irreducibilis 7Z fol5tt,
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(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,
tehat g és h nem konstans.
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.
(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,
tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

f=gh,
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.
(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,

tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

= g1h1, ahol &1, hy € Z[X],



Egész egyiitthatés polinomok Algebra és szamelmélet 24. eléadas 12 / 19

Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.
(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,

tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

f = gihi, ahol g1, 1 € Z[x], és gr(g1) = gr(g), gr(h) = gr(h).
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,

tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

f = guhr, ahol g, by € ZIx], & gr(gr) = gx(g), gr(h) = gr(h).
Az f = g1 hy felbontas trivialis Z f6l6tt,
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,

tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

f = guhr, ahol g, by € ZIx], & gr(gr) = gx(g), gr(h) = gr(h).
Az f = g1 hy felbontas trivialis Z f616tt, mert f irreducibilis
Z[x]-ben.
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,

tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

f = guhr, ahol g, by € ZIx], & gr(gr) = gx(g), gr(h) = gr(h).
Az f = g1 hy felbontas trivialis Z f616tt, mert f irreducibilis
7Z[x]-ben. Igy g1 és h; egyike +1,
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,

tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

f = guhr, ahol g, by € ZIx], & gr(gr) = gx(g), gr(h) = gr(h).
Az f = g1 hy felbontas trivialis Z f616tt, mert f irreducibilis
7Z[x]-ben. Igy g1 és h; egyike +1, de akkor f és g egyike konstans,
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,

tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

f = guhr, ahol g, by € ZIx], & gr(gr) = gx(g), gr(h) = gr(h).
Az f = g1 hy felbontas trivialis Z f616tt, mert f irreducibilis
7Z[x]-ben. Igy g1 és h; egyike +1, de akkor f és g egyike konstans,
ami ellentmond annak, hogy f = gh nemtrivialis felbontas.
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,

tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

f = guhr, ahol g, by € ZIx], & gr(gr) = gx(g), gr(h) = gr(h).
Az f = g1 hy felbontas trivialis Z f616tt, mert f irreducibilis
7Z[x]-ben. Igy g1 és h; egyike +1, de akkor f és g egyike konstans,
ami ellentmond annak, hogy f = gh nemtrivialis felbontas.

(2): Ha f primitiv, irreducibilis Q fol6tt és f = gh, ahol g, h € 7Z[x],
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,

tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

£ = gihy, ahol g1, by € Z[x], & gr(gr) = gr(g). gr(h) — gr(h).
Az f = g1 hy felbontas trivialis Z f616tt, mert f irreducibilis
7Z[x]-ben. Igy g1 és h; egyike +1, de akkor f és g egyike konstans,
ami ellentmond annak, hogy f = gh nemtrivialis felbontas.

(2): Ha f primitiv, irreducibilis Q fol6tt és f = gh, ahol g, h € 7Z[x],
akkor a () foldtti irreducibilitas miatt g és h egyike konstans,
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,

tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

£ = gihy, ahol g1, by € Z[x], & gr(gr) = gr(g). gr(h) — gr(h).
Az f = g1 hy felbontas trivialis Z f616tt, mert f irreducibilis
7Z[x]-ben. Igy g1 és h; egyike +1, de akkor f és g egyike konstans,
ami ellentmond annak, hogy f = gh nemtrivialis felbontas.

(2): Ha f primitiv, irreducibilis Q fol6tt és f = gh, ahol g, h € 7Z[x],
akkor a () foldtti irreducibilitas miatt g és h egyike konstans, és igy
egész szam.
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Az irreducibilitas kapcsolata Z és Q folott*

(1) Ha f € Z|x| nem konstans és irreducibilis Z fol6tt,
akkor f irreducibilis Q f3lott is.

(2) Ha f primitiv és irreducibilis Q f6l6tt, akkor Z fol6tt is.

(1): Mivel f nem konstans, ezért nem 0 és nem egység Q folott.
Tegyiik fol, hogy f = gh nemtrivialis felbontas ) folott,

tehat g és h nem konstans. A masodik Gauss-lemma miatt

£ = gihy, ahol g1, by € Z[x], & gr(gr) = gr(g). gr(h) — gr(h).
Az f = g1 hy felbontas trivialis Z f616tt, mert f irreducibilis
7Z[x]-ben. Igy g1 és h; egyike +1, de akkor f és g egyike konstans,
ami ellentmond annak, hogy f = gh nemtrivialis felbontas.

(2): Ha f primitiv, irreducibilis Q fol6tt és f = gh, ahol g, h € 7Z[x],
akkor a () foldtti irreducibilitas miatt g és h egyike konstans, és igy
egész szam. Mivel f primitiv, ez az egész szam csak +1 lehet. [



Egész egyiitthatés polinomok Algebra és szamelmélet 24. eléadas 13 /19

7| x| irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)
Egy f € Z[x| polinom pontosan akkor irreducibilis 7Z f6lott, ha
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Z| x| irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)
Egy f € Z[x| polinom pontosan akkor irreducibilis 7Z f6lott, ha

(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),
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Z| x| irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)
Egy f € Z[x| polinom pontosan akkor irreducibilis 7Z f6lott, ha
(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),

(2) vagy egy primitiv polinom, amely Q fol6tt irreducibilis.
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Z| x| irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)
Egy f € Z[x| polinom pontosan akkor irreducibilis 7Z f6lott, ha
(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),

(2) vagy egy primitiv polinom, amely Q fol6tt irreducibilis.

Bizonyitas |

A felsorolt polinomokrél mar belattuk, hogy Z[x|-ben irreducibilisek.
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Egész egyiitthatés polinomok

Z| x| irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)
Egy f € Z[x| polinom pontosan akkor irreducibilis 7Z f6lott, ha

(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),

(2) vagy egy primitiv polinom, amely Q fol6tt irreducibilis.
Bizonyitas |
A felsorolt polinomokrél mar belattuk, hogy Z[x|-ben irreducibilisek.
Tegyiik fel, hogy f € Z[x] irreduciblis.
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Egész egyiitthatés polinomok

Z| x| irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)

Egy f € Z[x| polinom pontosan akkor irreducibilis 7Z f6lott, ha

(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),

(2) vagy egy primitiv polinom, amely Q fol6tt irreducibilis.
Bizonyitas |
A felsorolt polinomokrél mar belattuk, hogy Z[x|-ben irreducibilisek.
Tegyiik fel, hogy f € Z[x] irreduciblis. Emeljiik ki egyiitthatéinak
legnagyobb kdzds osztéjat: f = nfy, ahol fy primitiv és n egész.
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Egész egyiitthatés polinomok

Z| x| irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)

Egy f € Z[x| polinom pontosan akkor irreducibilis 7Z f6lott, ha

(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),

(2) vagy egy primitiv polinom, amely Q fol6tt irreducibilis.
Bizonyitas |
A felsorolt polinomokrél mar belattuk, hogy Z[x|-ben irreducibilisek.
Tegyiik fel, hogy f € Z[x] irreduciblis. Emeljiik ki egyiitthatéinak
legnagyobb kdzds osztéjat: f = nfy, ahol fy primitiv és n egész.

Ez trivialis felbontas kell, hogy legyen, ezért vagy fo = +1,

vagy n = =£1.
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Egész egyiitthatés polinomok

Z| x| irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)
Egy f € Z[x| polinom pontosan akkor irreducibilis 7Z f6lott, ha

(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),

(2) vagy egy primitiv polinom, amely Q fol6tt irreducibilis.

Bizonyitas |
A felsorolt polinomokrél mar belattuk, hogy Z[x|-ben irreducibilisek.
Tegyiik fel, hogy f € Z[x] irreduciblis. Emeljiik ki egyiitthatéinak
legnagyobb kdzds osztéjat: f = nfy, ahol fy primitiv és n egész.

Ez trivialis felbontas kell, hogy legyen, ezért vagy fo = +1,

vagy n = +1. Az els6 esetben f = +n egy Z-beli primszam.
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Z| x| irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)
Egy f € Z[x| polinom pontosan akkor irreducibilis 7Z f6lott, ha
(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),

(2) vagy egy primitiv polinom, amely Q fol6tt irreducibilis.

Bizonyitas

A felsorolt polinomokrél mar belattuk, hogy Z[x|-ben irreducibilisek.
Tegyiik fel, hogy f € Z[x] irreduciblis. Emeljiik ki egyiitthatéinak
legnagyobb kdzds osztéjat: f = nfy, ahol fy primitiv és n egész.

Ez trivialis felbontas kell, hogy legyen, ezért vagy fo = +1,

vagy n = +1. Az els6 esetben f = +n egy Z-beli primszam.

A masodik esetben f primitiv,
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Z| x| irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)
Egy f € Z[x| polinom pontosan akkor irreducibilis 7Z f6lott, ha
(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),

(2) vagy egy primitiv polinom, amely Q fol6tt irreducibilis.

Bizonyitas |
A felsorolt polinomokrél mar belattuk, hogy Z[x|-ben irreducibilisek.
Tegyiik fel, hogy f € Z[x] irreduciblis. Emeljiik ki egyiitthatéinak
legnagyobb kdzds osztéjat: f = nfy, ahol fy primitiv és n egész.

Ez trivialis felbontas kell, hogy legyen, ezért vagy fo = +1,

vagy n = +1. Az els6 esetben f = +n egy Z-beli primszam.

A masodik esetben 1 primitiv, és nem konstans, kiilonben f egység
lenne Z[x]-ben.
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Z| x| irreducibilis polinomjainak jellemzése

Tétel (K3.4.8)
Egy f € Z[x| polinom pontosan akkor irreducibilis 7Z f6lott, ha
(1) vagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),

(2) vagy egy primitiv polinom, amely Q fol6tt irreducibilis.

Bizonyitas |
A felsorolt polinomokrél mar belattuk, hogy Z[x|-ben irreducibilisek.
Tegyiik fel, hogy f € Z[x] irreduciblis. Emeljiik ki egyiitthatéinak
legnagyobb kdzds osztéjat: f = nfy, ahol fy primitiv és n egész.

Ez trivialis felbontas kell, hogy legyen, ezért vagy fo = +1,

vagy n = +1. Az els6 esetben f = +n egy Z-beli primszam.

A masodik esetben 1 primitiv, és nem konstans, kiilonben f egység
lenne Z[x|-ben. Lattuk, hogy ekkor  irreducibilis () f5l6tt. O
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7| x| alaptételes: egyértelmiiség

Z|x|-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Tétel (K3.4.10) J
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7| x| alaptételes: egyértelmiiség

Tétel (K3.4.10)

Z|x|-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitas

Az egyértelmiiség igazolasdhoz elég megmutatni, hogy minden
irreducibilis prim
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7| x| alaptételes: egyértelm(iség

Tétel (K3.4.10)

Z|x|-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitas
Az egyértelmiiség igazolasdhoz elég megmutatni, hogy minden
irreducibilis prim (ebbél a bizonyitas ugyanaz, mint egészekre).
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Z|x| alaptételes: egyértelmiiség

Tétel (K3.4.10)

Z[x|-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitas

Az egyértelmiiség igazolasdhoz elég megmutatni, hogy minden
irreducibilis prim (ebbél a bizonyitas ugyanaz, mint egészekre).

Legyen f € Z[x] irreducibilis.
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7| x| alaptételes: egyértelm(iség

Tétel (K3.4.10)

Z|x|-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitas

Az egyértelmiiség igazolasdhoz elég megmutatni, hogy minden

irreducibilis prim (ebbél a bizonyitas ugyanaz, mint egészekre).

Legyen f € Z[x] irreducibilis. Ha f konstans primszam, akkor
az elsé Gauss-lemma miatt f prim Z[x]-ben.
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7| x| alaptételes: egyértelm(iség

Tétel (K3.4.10)

Z[x|-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitas
Az egyértelmiiség igazolasdhoz elég megmutatni, hogy minden
irreducibilis prim (ebbél a bizonyitas ugyanaz, mint egészekre).

Legyen f € Z[x] irreducibilis. Ha f konstans primszam, akkor
az els6 Gauss-lemma miatt f prim Z[x]-ben. A masik esetben
f primitiv és irreducibilis Q folott.
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7| x| alaptételes: egyértelm(iség

Tétel (K3.4.10)

Z[x|-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitas
Az egyértelmiiség igazolasdhoz elég megmutatni, hogy minden
irreducibilis prim (ebbél a bizonyitas ugyanaz, mint egészekre).

Legyen f € Z[x] irreducibilis. Ha f konstans primszam, akkor
az els6 Gauss-lemma miatt f prim Z[x]-ben. A masik esetben
f primitiv és irreducibilis Q folott. Tegyiik fol, hogy f osztdja
Z|x|-ben gh-nak, ahol g, h € Z[x].
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7| x| alaptételes: egyértelm(iség

Tétel (K3.4.10)

Z[x|-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitas
Az egyértelmiiség igazolasdhoz elég megmutatni, hogy minden
irreducibilis prim (ebbél a bizonyitas ugyanaz, mint egészekre).

Legyen f € Z[x] irreducibilis. Ha f konstans primszam, akkor
az els6 Gauss-lemma miatt f prim Z[x]-ben. A masik esetben
f primitiv és irreducibilis Q folott. Tegyiik fol, hogy f osztdja
Z|x]-ben gh-nak, ahol g, h € Z[x]. Mivel Qx| alaptételes,

f primtulajdonsaga Q|x]-ben,
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7| x| alaptételes: egyértelm(iség

Tétel (K3.4.10)

Z[x|-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitas
Az egyértelmiiség igazolasdhoz elég megmutatni, hogy minden
irreducibilis prim (ebbél a bizonyitas ugyanaz, mint egészekre).

Legyen f € Z[x] irreducibilis. Ha f konstans primszam, akkor
az els6 Gauss-lemma miatt f prim Z[x]-ben. A masik esetben
f primitiv és irreducibilis Q folott. Tegyiik fol, hogy f osztdja
Z|x]-ben gh-nak, ahol g, h € Z[x]. Mivel Qx| alaptételes,

f primtulajdonsagi Q[x|-ben, tehat f osztéja g-nek vagy h-nak
Q[x]-ben.
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Tétel (K3.4.10)

Z[x|-ben érvényes a szamelmélet alaptétele.

Bizonyitas
Az egyértelmiiség igazolasdhoz elég megmutatni, hogy minden
irreducibilis prim (ebbél a bizonyitas ugyanaz, mint egészekre).

Legyen f € Z[x] irreducibilis. Ha f konstans primszam, akkor
az els6 Gauss-lemma miatt f prim Z[x]-ben. A masik esetben

f primitiv és irreducibilis Q folott. Tegyiik fol, hogy f osztdja
Z|x]-ben gh-nak, ahol g, h € Z[x]. Mivel Qx| alaptételes,

f primtulajdonsagi Q[x|-ben, tehat f osztéja g-nek vagy h-nak
Q[x]-ben. Az els6 Gauss-lemma masodik kovetkezménye miatt
ez az oszthatdsag Z|[x|-ben is fénnall.
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Legyen f € Z[x] irreducibilis. Ha f konstans primszam, akkor
az els6 Gauss-lemma miatt f prim Z[x]-ben. A masik esetben

f primitiv és irreducibilis Q folott. Tegyiik fol, hogy f osztdja
Z|x]-ben gh-nak, ahol g, h € Z[x]. Mivel Qx| alaptételes,

f primtulajdonsagi Q[x|-ben, tehat f osztéja g-nek vagy h-nak
Q[x]-ben. Az els6 Gauss-lemma masodik kovetkezménye miatt
ez az oszthatésag Z[x|-ben is fonnall. Igy f prim Z[x]-ben.



Egész egyiitthatés polinomok Algebra és szamelmélet 24. eléadas 15 / 19

7| x| alaptételes: a felbontas |étezése

El6szér megmutatjuk, hogy minden nem konstans primitiv polinom
felbonthaté felbonthatatlanok szorzatara.
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El6szér megmutatjuk, hogy minden nem konstans primitiv polinom
felbonthaté felbonthatatlanok szorzatara.

Legyen g minimalis fokd ellenpélda.
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felbonthaté felbonthatatlanok szorzatara.

Legyen g minimalis foka ellenpélda. Ha g irreducibilis, akkor
az egytényezds felbontas j6. Ha nem, akkor g = hk ahol
h és k nem egység.
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h és k nem egység. Mivel g primitiv, h és k is az.
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mindketten g-nél alacsonyabb fokaak.
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h és k nem egység. Mivel g primitiv, h és k is az.

Igy egyikiik sem konstans (mert akkor egység lenne), és ezért

mindketten g-nél alacsonyabb foktak. Mivel g foka minimalis,
h és k mar felbomlik irreducibilisek szorzatara.
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Ha f € 7Z[x]| tetszbleges, akkor legyen f = nfy, ahol fy primitiv
polinom és n egész.
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mindketten g-nél alacsonyabb foktak. Mivel g foka minimalis,
h és k mar felbomlik irreducibilisek szorzatara.

A két felbontast Gsszeszorozva g felbontasat kapjuk.

Ha f € 7Z[x]| tetszbleges, akkor legyen f = nfy, ahol fy primitiv
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A Schonemann—Eisenstein-kritérium

Schénemann—Eisenstein-kritérium (K3.5.2)
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Schénemann—Eisenstein-kritérium (K3.5.2)

Legyen f egész egyiitthatds, nem konstans polinom.
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HA van olyan p primszam, amelyre
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(1) p nem osztja f f6egylitthatéjat;
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(2) p osztja f Gsszes tobbi egyiitthatéjat;
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Schénemann—Eisenstein-kritérium (K3.5.2)

Legyen f egész egyiitthatds, nem konstans polinom.
HA van olyan p primszam, amelyre

(1) p nem osztja f f6egylitthatéjat;

(2) p osztja f Gsszes tobbi egyiitthatéjat;
(3) p? nem osztja f konstans tagjat,
AKKOR f irreducibilis Q folott.
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Schénemann—Eisenstein-kritérium (K3.5.2)

Legyen f egész egyiitthatds, nem konstans polinom.
HA van olyan p primszam, amelyre

(1) p nem osztja f f6egylitthatéjat;

(2) p osztja f Gsszes tobbi egyiitthatéjat;
(3) p? nem osztja f konstans tagjat,
AKKOR f irreducibilis Q folott.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy f mégsem irreducibilis Q) folott,
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Schénemann—Eisenstein-kritérium (K3.5.2)

Legyen f egész egyiitthatds, nem konstans polinom.
HA van olyan p primszam, amelyre

(1) p nem osztja f f6egylitthatéjat;

(2) p osztja f Gsszes tobbi egyiitthatéjat;
(3) p? nem osztja f konstans tagjat,
AKKOR f irreducibilis Q folott.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy f mégsem irreducibilis Q folétt, vagyis
az f-nél alacsonyabb fok, racionalis egyiitthatés

g és h polinomok szorzatara bonthatd.
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Schénemann—Eisenstein-kritérium (K3.5.2)

Legyen f egész egyiitthatds, nem konstans polinom.
HA van olyan p primszam, amelyre

(1) p nem osztja f f6egylitthatéjat;

(2) p osztja f Gsszes tobbi egyiitthatéjat;
(3) p? nem osztja f konstans tagjat,
AKKOR f irreducibilis Q folott.

Bizonyitas

Tegyiik fol, hogy f mégsem irreducibilis Q folétt, vagyis

az f-nél alacsonyabb fok, racionalis egyiitthatés

g és h polinomok szorzatara bonthaté. A masodik Gauss-lemma
miatt feltehetjiik, hogy g és h egész egyiitthatos.
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A Schonemann—Eisenstein-kritérium bizonyitasa

A bizonyitas folytatasa

Legyen f(x) = ap+ ...+ anx", g(x) = bo+ ...+ bex¥ és
h(x) =co+ ...+ cxt,
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Legyen f(x) = ap+ ...+ anx", g(x) = bo+ ...+ bex¥ és
h(x) = cg + ...+ coxt, ahol gr(g) = k < n és gr(h) = £ < n.
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Legyen f(x) = ap+ ...+ anx", g(x) = bo+ ...+ bex¥ és
h(x) = cg + ...+ coxt, ahol gr(g) = k < n és gr(h) = £ < n.
Mivel a, = brcy, a by és ¢y egészek egyike sem oszthaté p-vel.
Tovabba ap = bOCQ,
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h(x) = cg + ...+ coxt, ahol gr(g) = k < n és gr(h) = £ < n.
Mivel a, = brcy, a by és ¢y egészek egyike sem oszthaté p-vel.
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Legyen f(x) =ap + ... +anx", g(x) = by + ...+ bx* és
h(x) = cg + ...+ coxt, ahol gr(g) = k < n és gr(h) = £ < n.
Mivel a, = brcy, a by és ¢y egészek egyike sem oszthaté p-vel.
Tovabba ag = bycy, és mivel ag oszthaté p-vel, de p?-tel nem,
ezért a by és ¢y szamok koziil pontosan az egyik oszthaté p-vel.
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Mivel a, = brcy, a by és ¢y egészek egyike sem oszthaté p-vel.
Tovabba ag = bycy, és mivel ag oszthaté p-vel, de p?-tel nem,
ezért a by és ¢y szamok koziil pontosan az egyik oszthaté p-vel.
A g és a h esetleges cseréjével feltehetjiik, hogy ez a by.
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Legyen / a legkisebb olyan index, amelyre b; nem oszthaté p-vel.
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A tébbhatarozatlant polinomok szamelmélete

Tétel (K3.4.10, K3.4.11)
Tudjuk: A Z[x] polinomgyiirii alaptételes.
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A tébbhatarozatlant polinomok szamelmélete

Tétel (K3.4.10, K3.4.11)

Tudjuk: A Z[x] polinomgyiirii alaptételes. Altalanositas:
Ha R alaptételes, szokasos gyiirl, akkor R|[x] is az.

Bizonyitas |
Ugyanagy, mint Z[x| esetében.
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az elemeibdl torteket lehet képezni a szokasos tulajdonsagokkal,
azaz testet kapunk. Lasd: hanyadostest, K5.7.
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akkor T[xi,x2,..., Xn] is alaptételes gydiriik.
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Zx1,x2, ..., xn], T[x1,X2,...,xn] alaptételes,

ahol T test (K3.4.10-12).
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