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v

Indukcié gr(f) szerint. Ha f = 0, vagy gr(f) < gr(g): f =g-0+f.
Tegyiik fol: gr(f) = n > gr(g), és az n-nél kisebb fokuakra igaz.
Legyen f fétagja ax” és g f6tagja bx™, ahol b invertalhats, m < n.
Ekkor fy = f — (a/b)x"~"g-bél kiesik az n-edfoka tag.
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Maradékos osztas: létezés

Tétel (K3.2.1)

Legyen R szokasos gytirti. Ekkor az R|[x| polinomgytiriiben
minden olyan g € R[x]| polinommal lehet maradékosan osztani,
amelynek féegyiitthatéja invertalhato (azaz egység).

Ez azt jelenti, hogy tetszéleges f € R[x] polinomhoz

leteznek olyan g, r € R[x]| polinomok, melyekre f = gq + r,
ahol vagy r = 0, vagy r foka kisebb g fokanal.

v

Indukcié gr(f) szerint. Ha f = 0, vagy gr(f) < gr(g): f =g-0+f.
Tegyiik fol: gr(f) = n > gr(g), és az n-nél kisebb fokuakra igaz.
Legyen f fétagja ax” és g f6tagja bx™, ahol b invertalhats, m < n.
Ekkor fy = f — (a/b)x"~"g-bél kiesik az n-edfoka tag.

Indukciés feltevés: fy = gqgo + r,
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Maradékos osztas: létezés

Tétel (K3.2.1)

Legyen R szokasos gytirti. Ekkor az R|[x| polinomgytiriiben
minden olyan g € R[x]| polinommal lehet maradékosan osztani,
amelynek féegyiitthatéja invertalhato (azaz egység).

Ez azt jelenti, hogy tetszéleges f € R[x] polinomhoz

leteznek olyan g, r € R[x]| polinomok, melyekre f = gq + r,
ahol vagy r = 0, vagy r foka kisebb g fokanal.

v

Indukcié gr(f) szerint. Ha f = 0, vagy gr(f) < gr(g): f =g-0+f.
Tegyiik fol: gr(f) = n > gr(g), és az n-nél kisebb fokuakra igaz.
Legyen f fétagja ax” és g f6tagja bx™, ahol b invertalhats, m < n.
Ekkor fy = f — (a/b)x"~"g-bél kiesik az n-edfoka tag.

Indukciés feltevés: fy = gqo + r, ahol r = 0, vagy gr(r) < gr(g).
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Maradékos osztas: létezés

Tétel (K3.2.1)

Legyen R szokasos gytirti. Ekkor az R|[x| polinomgytiriiben
minden olyan g € R[x]| polinommal lehet maradékosan osztani,
amelynek féegyiitthatéja invertalhato (azaz egység).

Ez azt jelenti, hogy tetszéleges f € R[x] polinomhoz

leteznek olyan g, r € R[x]| polinomok, melyekre f = gq + r,
ahol vagy r = 0, vagy r foka kisebb g fokanal.

v

Indukcié gr(f) szerint. Ha f = 0, vagy gr(f) < gr(g): f =g-0+f.
Tegyiik fol: gr(f) = n > gr(g), és az n-nél kisebb fokuakra igaz.
Legyen f fétagja ax” és g f6tagja bx™, ahol b invertalhats, m < n.
Ekkor fy = f — (a/b)x"~"g-bél kiesik az n-edfoka tag.

Indukciés feltevés: fy = gqo + r, ahol r = 0, vagy gr(r) < gr(g).
Visszahelyettesitve f = fy + (a/b)x"~"g
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Maradékos osztas: létezés

Tétel (K3.2.1)

Legyen R szokasos gytirti. Ekkor az R|[x| polinomgytiriiben
minden olyan g € R[x]| polinommal lehet maradékosan osztani,
amelynek féegyiitthatéja invertalhato (azaz egység).

Ez azt jelenti, hogy tetszéleges f € R[x] polinomhoz

leteznek olyan g, r € R[x]| polinomok, melyekre f = gq + r,
ahol vagy r = 0, vagy r foka kisebb g fokanal.

v

Indukcié gr(f) szerint. Ha f = 0, vagy gr(f) < gr(g): f =g-0+f.
Tegyiik fol: gr(f) = n > gr(g), és az n-nél kisebb fokuakra igaz.
Legyen f fétagja ax” és g f6tagja bx™, ahol b invertalhats, m < n.
Ekkor fy = f — (a/b)x"~"g-bél kiesik az n-edfoka tag.

Indukciés feltevés: fy = gqo + r, ahol r = 0, vagy gr(r) < gr(g).
Visszahelyettesitve f = fy + (a/b)x" g = g(qo+ (a/b)x"~™) + r.
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Maradékos osztas: létezés

Tétel (K3.2.1)

Legyen R szokasos gytirti. Ekkor az R|[x| polinomgytiriiben
minden olyan g € R[x]| polinommal lehet maradékosan osztani,
amelynek féegyiitthatéja invertalhato (azaz egység).

Ez azt jelenti, hogy tetszéleges f € R[x] polinomhoz

leteznek olyan g, r € R[x]| polinomok, melyekre f = gq + r,
ahol vagy r = 0, vagy r foka kisebb g fokanal.

v

Indukcié gr(f) szerint. Ha f = 0, vagy gr(f) < gr(g): f =g-0+f.
Tegyiik fol: gr(f) = n > gr(g), és az n-nél kisebb fokuakra igaz.
Legyen f fétagja ax” és g f6tagja bx™, ahol b invertalhats, m < n.
Ekkor fy = f — (a/b)x"~"g-bél kiesik az n-edfoka tag.

Indukciés feltevés: fy = gqo + r, ahol r = 0, vagy gr(r) < gr(g).
Visszahelyettesitve f = fy + (a/b)x" g = g(qo+ (a/b)x"~™) + r.
Tehat f is eloszthaté maradékosan g-vel. O
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.




A maradékos osztas Algebra és szamelmélet 22. eléadas 5 /17

Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
amelyek f8egyiitthatéja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
amelyek f8egyiitthatéja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.

Példa (K3.2.18)

Az x : 2 maradékos osztas nem végezhetd el Z[x|-ben.
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
amelyek f8egyiitthatéja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.

Példa (K3.2.18)

Az x : 2 maradékos osztas nem végezhetd el Z[x|-ben.

Indirekt foltevés:
x=2q+r,
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
amelyek f8egyiitthatéja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.

Példa (K3.2.18)

Az x : 2 maradékos osztas nem végezhetd el Z[x|-ben.

Indirekt foltevés:
x =2q+r, ahol q,r € Z[x],
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
amelyek f8egyiitthatéja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.

Példa (K3.2.18)

Az x : 2 maradékos osztas nem végezhetd el Z[x|-ben.

Indirekt foltevés:
x =2q+r, ahol q,r € Z[x], és r = 0 vagy gr(r) < gr(2).
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
amelyek f8egyiitthatéja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.

Példa (K3.2.18)

Az x : 2 maradékos osztas nem végezhetd el Z[x|-ben.

Indirekt foltevés:
x =2q+r, ahol q,r € Z[x], és r = 0 vagy gr(r) < gr(2).
De gr(r) < gr(2) = 0 nem lehet,
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
amelyek f8egyiitthatéja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.

Példa (K3.2.18)

Az x : 2 maradékos osztas nem végezhetd el Z[x|-ben.

Indirekt foltevés:
x =2q+r, ahol q,r € Z[x], és r = 0 vagy gr(r) < gr(2).
De gr(r) < gr(2) = 0 nem lehet, tehat r = 0,
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
amelyek f8egyiitthatéja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.

Példa (K3.2.18)

Az x : 2 maradékos osztas nem végezhetd el Z[x|-ben.

Indirekt foltevés:
x =2q+r, ahol q,r € Z[x], és r = 0 vagy gr(r) < gr(2).
De gr(r) < gr(2) = 0 nem lehet, tehat r = 0, azaz x = 2¢(x).
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
amelyek f8egyiitthatéja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.

Példa (K3.2.18)

Az x : 2 maradékos osztas nem végezhetd el Z[x|-ben.

Indirekt foltevés:

x =2q+r, ahol q,r € Z[x], és r = 0 vagy gr(r) < gr(2).

De gr(r) < gr(2) = 0 nem lehet, tehat r = 0, azaz x = 2¢(x).
Ez lehetetlen, példaul x = 1-et helyettesitve azt kapjuk,

hogy 1 = 2q(1),
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
amelyek f8egyiitthatéja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.

Példa (K3.2.18)

Az x : 2 maradékos osztas nem végezhetd el Z[x|-ben.

Indirekt foltevés:

x =2q+r, ahol q,r € Z[x], és r = 0 vagy gr(r) < gr(2).

De gr(r) < gr(2) = 0 nem lehet, tehat r = 0, azaz x = 2¢(x).
Ez lehetetlen, példaul x = 1-et helyettesitve azt kapjuk,

hogy 1 = 2¢g(1), azaz 1 paros szam,
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Maradékos osztas: egyiitthatok

Kovetkezmény

Test folott, specialisan C[x|-ben, R[x]|-ben és Q[x]-ben
minden nem nulla polinommal lehet maradékosan osztani.
Oka: A nem nulla f6egyiitthaté invertalhato.

Z[x|-ben oszthatunk maradékosan az olyan polinomokkal,
amelyek f8egyiitthatéja egység Z-ben, azaz 1 vagy —1.

Példa (K3.2.18)

Az x : 2 maradékos osztas nem végezhetd el Z[x|-ben.

Indirekt foltevés:

x =2q+r, ahol q,r € Z[x], és r = 0 vagy gr(r) < gr(2).

De gr(r) < gr(2) = 0 nem lehet, tehat r = 0, azaz x = 2¢(x).

Ez lehetetlen, példaul x = 1-et helyettesitve azt kapjuk,

hogy 1 = 2¢g(1), azaz 1 paros szam, ami ellentmondas. O
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)
f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f=gq+n,
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol 1 =0, vagy gr(r) < gr(g).
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol 1 =0, vagy gr(r) < gr(g).
f=gq+n,
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol 1 =0, vagy gr(r) < gr(g).
f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(rn) < gr(g).
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol 1 =0, vagy gr(r) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(rn) < gr(g).
Ekkor g1 = q»
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol 1 =0, vagy gr(r) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(rn) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol 1 =0, vagy gr(r) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(rn) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+n="Ff=gq+n,
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol 1 =0, vagy gr(r) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(rn) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+r = f = gqo+ r, atrendezéssel g(q1 — qo) = r» — 1.
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol 1 =0, vagy gr(r) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(rn) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+r = f = gqo+ r, atrendezéssel g(q1 — qo) = r» — 1.
Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.



A maradékos osztas Algebra és szamelmélet 22. eléadas 6 /17

Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol 1 =0, vagy gr(r) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(rn) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+r = f = gqo+ r, atrendezéssel g(q1 — qo) = r» — 1.
Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—g2)) = gr(g)+er(q1—q2)
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol 1 =0, vagy gr(r) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(rn) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+r = f = gqo+ r, atrendezéssel g(q1 — qo) = r» — 1.
Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—q2)) = gr(g)+er(qi—q2) > gr(g).
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol rp =0, vagy gr(n) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(r) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+n =f = gqx+ r, atrendezéssel g(q1 — q2) = — n.

Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—g2)) = gr(g)+er(q1—q2) > gr(g).
Tehat a bal oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondas.
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol rp =0, vagy gr(n) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(r) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+n =f = gqx+ r, atrendezéssel g(q1 — q2) = — n.

Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—q2)) = gr(g)+gr(q1—q2) > gr(g).
Tehat a bal oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondas.
Ezért g1 — g = 0,
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol rp =0, vagy gr(n) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(r) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+n =f = gqx+ r, atrendezéssel g(q1 — q2) = — n.

Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—q2)) = gr(g)+gr(q1—q2) > gr(g).
Tehat a bal oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondas.
Ezért g1 — g2 = 0, ésigy q1 = qo.
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol rp =0, vagy gr(n) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(r) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+n =f = gqx+ r, atrendezéssel g(q1 — q2) = — n.

Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—q2)) = gr(g)+gr(q1—q2) > gr(g).
Tehat a bal oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondas.
Ezért g1 — q» =0, ésigy g1 = qo.

De akkor n —rn =g -0=0,
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol rp =0, vagy gr(n) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(r) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+n =f = gqx+ r, atrendezéssel g(q1 — q2) = — n.

Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—q2)) = gr(g)+er(q1—a2) > gr(g).
Tehat a bal oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondas.
Ezért g1 — q» =0, ésigy g1 = qo.

De akkor rn —r1 =g-0=0, ésigy n = . O
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol rp =0, vagy gr(n) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(r) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+n =f = gqx+ r, atrendezéssel g(q1 — q2) = — n.

Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—q2)) = gr(g)+gr(q1—q2) > gr(g).
Tehat a bal oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondas.
Ezért g1 — q» =0, ésigy g1 = qo.

De akkor rn —r1 =g-0=0, ésigy n = . O
Megjegyzés: Q[x|-ben x : 2-nél
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol rp =0, vagy gr(n) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(r) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+n =f = gqx+ r, atrendezéssel g(q1 — q2) = — n.

Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—q2)) = gr(g)+gr(q1—q2) > gr(g).
Tehat a bal oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondas.
Ezért g1 — q» =0, ésigy g1 = qo.

De akkor rn —r1 =g-0=0, ésigy n = . O
Megjegyzés: Q[x]|-ben x : 2-nél a hanyados x/2,
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f.g € R[x], ahol g féegyiitthatdja invertalhat6 (elég, hogy g +# 0).
f =gq1 + n, ahol rp =0, vagy gr(n) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(r) < gr(g).

Ekkor g1 = g» és 1 = r».

gq1+n =f = gqx+ r, atrendezéssel g(q1 — q2) = — n.

Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—q2)) = gr(g)+gr(q1—q2) > gr(g).
Tehat a bal oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondas.
Ezért g1 — q» =0, ésigy g1 = qo.

De akkor rn —r1 =g-0=0, ésigy n = . O
Megjegyzés: Q[x|-ben x : 2-nél a hanyados x/2, a maradék 0.
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f,g € R[x|, ahol g f6egyiitthatdja invertalhaté (elég, hogy g # 0).
f =gq1 + n, ahol rp =0, vagy gr(n) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(r) < gr(g).

Ekkor q1 = q2 és n = nmn.

gq1+n =f = gqx+ r, atrendezéssel g(q1 — q2) = — n.

Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—q2)) = gr(g)+gr(q1—q2) > gr(g).
Tehat a bal oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondas.
Ezért g1 — qo =0, ésigy g1 = qo.

De akkor rn —r1 =g-0=0, ésigy n = . O
Megjegyzés: Q[x|-ben x : 2-nél a hanyados x/2, a maradék 0.

Igy a maradékos osztas egyértelmiiségébsl is latszik, hogy

x : 2 nem végezhet§ el Z[x|-ben,
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Maradékos osztas: egyértelmiiség

Tétel (K3.2.1)

f,g € R[x|, ahol g f6egyiitthatdja invertalhaté (elég, hogy g # 0).
f =gq1 + n, ahol rp =0, vagy gr(n) < gr(g).

f = gg2 + r, ahol rn =0, vagy gr(r) < gr(g).

Ekkor q1 = q2 és n = nmn.

gq1+n =f = gqx+ r, atrendezéssel g(q1 — q2) = — n.

Itt r» — r; vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka.

Ha g1 — g2 # 0, akkor gr(g(q1—q2)) = gr(g)+gr(q1—q2) > gr(g).
Tehat a bal oldal foka nagyobb a jobb oldal fokanal: ellentmondas.
Ezért g1 — qo =0, ésigy g1 = qo.

De akkor rn —r1 =g-0=0, ésigy n = . O
Megjegyzés: Q[x|-ben x : 2-nél a hanyados x/2, a maradék 0.

Igy a maradékos osztas egyértelmiiségébsl is latszik, hogy

x : 2 nem végezhet6 el Z[x|-ben, hiszen x/2 ¢ Z|x].
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel,
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam.
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értéki o fuggvény

a kovetkezé tulajdonsaggal.
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkezé tulajdonsaggal.
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén
létezik olyan g, r € R,
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén
létezik olyan g, r € R, hogy a = bg + r
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén
letezik olyan q,r € R, hogy a=bg+r ésr =0
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén

letezik olyan g,r € R, hogy a = bg + r és r = 0 vagy ©(r) < ¢(b).
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén

letezik olyan g,r € R, hogy a = bg + r és r = 0 vagy ©(r) < ¢(b).

Az egészek gyiiriije euklideszi,
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén

letezik olyan g,r € R, hogy a = bg + r és r = 0 vagy ©(r) < ¢(b).

Az egészek gyiiriije euklideszi, © az abszolut érték.
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén

letezik olyan g,r € R, hogy a = bg + r és r = 0 vagy ©(r) < ¢(b).

Az egészek gyiiriije euklideszi, © az abszolut érték.
Test folotti polinomgyiiri euklideszi,
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén

letezik olyan g,r € R, hogy a = bg + r és r = 0 vagy ©(r) < ¢(b).

Az egészek gyiiriije euklideszi, © az abszolut érték.
Test fol6tti polinomgyiiri euklideszi, © a fokszam.
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén

letezik olyan g,r € R, hogy a = bg + r és r = 0 vagy ©(r) < ¢(b).

Az egészek gyiiriije euklideszi, © az abszolut érték.

Test fol6tti polinomgyiiri euklideszi, © a fokszam.

Latni fogjuk, hogy euklideszi gyiiriiben érvényes a szamelmélet
alaptétele.
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén

letezik olyan g,r € R, hogy a = bg + r és r = 0 vagy ©(r) < ¢(b).

Az egészek gyiiriije euklideszi, © az abszolut érték.

Test fol6tti polinomgyiiri euklideszi, © a fokszam.

Latni fogjuk, hogy euklideszi gyiiriiben érvényes a szamelmélet
alaptétele. Z[x]-ben is,
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Euklideszi gyiiri

A maradékos osztas tételében nemcsak a négy alapmivelet
szerepel, hanem egészek esetében az abszolut érték,
polinomoknal a fokszam. Ezek kozds altalanositasa a kovetkezs.

Definicié (K5.5.1)

Az R szokasos gyiiriit euklideszi gyiiriinek nevezziik,

ha R nem nulla elemein értelmezve van egy nemnegativ egész
értékd ¢ flggvény (az tgynevezett euklideszi norma)

a kovetkez6 tulajdonsaggal. Minden a,b € R, b # 0 esetén

letezik olyan g,r € R, hogy a = bg + r és r = 0 vagy ©(r) < ¢(b).

Az egészek gyiiriije euklideszi, © az abszolut érték.

Test fol6tti polinomgyiiri euklideszi, © a fokszam.

Latni fogjuk, hogy euklideszi gyiiriiben érvényes a szamelmélet
alaptétele. 7Z[x]-ben is, de itt nemcsak a fokszamra nézve nem
lehet elvégezni a maradékos osztast, hanem mas ¢-re sem (K5.5.7).



Az R szokasos gyiird, ha

«Or «Fr o«
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Oszthatésag

Definicié (K3.1.3)

Az R szokasos gylirti, ha kommutativ,
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Oszthatésag

Definicié (K3.1.3)

Az R szokasos gylirti, ha kommutativ, egységelemes,
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Oszthatésag

Definicié (K3.1.3)

Az R szokasos gylirti, ha kommutativ, egységelemes,
nullosztémentes.
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Allitas (K3.1.27)

Ha egy szokasos gyiiriiben barmely két elemnek van
kitlintetett kozos osztdja, akkor a felbonthatatlanok primek.

Tétel (K3.2.12, 5.5.9)

Minden euklideszi gyiirii alaptételes.

A bizonyitasok csaknem betiirél betiire megegyeznek azokkal
a gondolatmenetekkel, amiket egészekre lattunk.
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Ez utébbit most illusztraljuk az interpolacié témakdre kapcsan.

Legyen T test. Ha ay, ..., a, € T paronként kiilonbdzs, akkor
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@ A maradékosztaly fogalma.
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Legyen T test. Ha ay, ..., a, € T paronként kiilonbdzs, akkor

x — a; paronként relativ primek (barmely ketté kiilonbsége egység).
Igy a kinai maradéktétel miatt minden b1, ..., b, € T-hez

van olyan f(x) € T[x], melyre f(x) = b; (x —a;) (L <i < n).
Ez azt jelenti, hogy x — a; | f(x) — b;,
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Euklideszi gyiiriiben érvényesek a kongruenciakrdl tanultak is:
@ A linearis diofantikus egyenletek megoldhatésaga.
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o A kinai maradéktétel.

Ez utébbit most illusztraljuk az interpolacié témakdre kapcsan.

Legyen T test. Ha a1,...,a, € T paronként kiilonb6z8, akkor
x — a; paronként relativ primek (barmely kettd kiilonbsége egység).
Igy a kinai maradéktétel miatt minden b1, ..., b, € T-hez

van olyan f(x) € T[x], melyre f(x) = b; (x — a;) (1 <i < n).

Ez azt jelenti, hogy x — a; | f(x) — b;, vagyis alkalmas gj-re

() — b = gi(x)(x — a1), |
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Euklideszi gyiiriiben érvényesek a kongruenciakrdl tanultak is:

A linearis diofantikus egyenletek megoldhatésaga.

A kongruenciak értelmezése és alaptulajdonsagai.

A maradékosztaly fogalma.

A lineéaris és szimultan kongruenciarendszerek megoldhatésaga.
A kinai maradéktétel.

Ez utébbit most illusztraljuk az interpolacié témakdre kapcsan.

Legyen T test. Ha a1,...,a, € T paronként kiilonb6z8, akkor
x — a; paronként relativ primek (barmely kettd kiilonbsége egység).
Igy a kinai maradéktétel miatt minden b1, ..., b, € T-hez

van olyan f(x) € T[x], melyre f(x) = b; (x — a;) (1 <i < n).

Ez azt jelenti, hogy x — a; | f(x) — b;, vagyis alkalmas gj-re

f(x) — b = gi(x)(x — a;), és aj-t helyettesitve f(a;) = b;.
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Azt szeretnénk: f(a1) = b1, f(a2) = bo,...,f(an) = bp.
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Az értékek: tetszSleges by, by, . . ., b, szamok.

Azt szeretnénk: f(a1) = b1, f(a2) = ba,...,f(an) = b.

Az interpolacié tétele

Mindig pontosan egy ilyen f polinom van a legfeljebb n — 1-edfoka
polinomok kdzétt (a nullapolinomot is ideértve).




Interpolacié Algebra és szamelmélet 22. eléadas 14 / 17

Az interpolacié alapproblémaja

Feladat

Olyan polinomot keresiink, amely elére megadott helyeken
el6re megadott értékeket vesz fel.
A helyek: paronként kiilénboz6 ay, as, . . ., a, szamok.

’ ’

Az értékek: tetszSleges by, by, . . ., b, szamok.

Azt szeretnénk: f(a1) = b1, f(a2) = ba,...,f(an) = b.

Az interpolacié tétele

Mindig pontosan egy ilyen f polinom van a legfeljebb n — 1-edfoka
polinomok kdzétt (a nullapolinomot is ideértve).

Az interpolaciés polinom létezését lattuk az imént,



Interpolacié Algebra és szamelmélet 22. eléadas 14 / 17

Az interpolacié alapproblémaja

Feladat

Olyan polinomot keresiink, amely elére megadott helyeken
el6re megadott értékeket vesz fel.
A helyek: paronként kiilénboz6 ay, as, . . ., a, szamok.

’ ’

Az értékek: tetszSleges by, by, . . ., b, szamok.

Azt szeretnénk: f(a1) = b1, f(a2) = ba,...,f(an) = b.

Az interpolacié tétele

Mindig pontosan egy ilyen f polinom van a legfeljebb n — 1-edfoka
polinomok kdzétt (a nullapolinomot is ideértve).

Az interpolaciés polinom létezését lattuk az imént, de fogunk
mutatni két konkrét konstrukciés médszert is.



Interpolacié Algebra és szamelmélet 22. eléadas 14 / 17

Az interpolacié alapproblémaja

Feladat

Olyan polinomot keresiink, amely elére megadott helyeken
el6re megadott értékeket vesz fel.
A helyek: paronként kiilénboz6 ay, as, . . ., a, szamok.

’ ’

Az értékek: tetszSleges by, by, . . ., b, szamok.

Azt szeretnénk: f(a1) = b1, f(a2) = ba,...,f(an) = b.

Az interpolacié tétele

Mindig pontosan egy ilyen f polinom van a legfeljebb n — 1-edfoka
polinomok kdzétt (a nullapolinomot is ideértve).

Az interpolaciés polinom létezését lattuk az imént, de fogunk
mutatni két konkrét konstrukciés médszert is.

Egyértelmiiség: Ha f és g ilyen polinomok, akkor n helyen
megegyeznek,



Interpolacié Algebra és szamelmélet 22. eléadas

Az interpolacié alapproblémaja

Feladat

Olyan polinomot keresiink, amely elére megadott helyeken
el6re megadott értékeket vesz fel.
A helyek: paronként kiilénboz6 ay, as, . . ., a, szamok.

’ ’

Az értékek: tetszSleges by, by, . . ., b, szamok.

Azt szeretnénk: f(a1) = b1, f(az) = ba,...,f(an) = bp.

14 / 17

Az interpolacié tétele

Mindig pontosan egy ilyen f polinom van a legfeljebb n — 1-edfoka
polinomok kdzétt (a nullapolinomot is ideértve).

Az interpolaciés polinom létezését lattuk az imént, de fogunk
mutatni két konkrét konstrukciés médszert is.

Egyértelmiiség: Ha f és g ilyen polinomok, akkor n helyen
megegyeznek, igy a polinomok azonossagi tétele miatt egyenlék. [
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A c értékét az a; behelyettesitésével hatarozhatjuk meg:

(x —a2)...(x —an)
(a1 —a2)...(a1—an)

Analég médon létezik /;(x) minden 2 < j < n-re,
melyre /;(a;) = 1, és a tobbi a, gydke /;-nek (ha k # ).

l1(x) =




Interpolacié Algebra és szamelmélet 22. eléadas 15 / 17

Lagrange konstrukciéja
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Keressiink el6szor ilyet: /1(a1) = 1,01(a2) =0, ..., /1(a,) = 0.
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Keressiink el6szor ilyet: /1(a1) = 1,01(a2) =0, ..., l1(a,) =
Az /1 polinomnak tehat a», ..., a, gyoke.

Ezért legyen /1(x) = c(x — a2)...(x — ap), ahol c € C.
A c értékét az a; behelyettesitésével hatarozhatjuk meg:

(x —a2)...(x —an)

(a1 —a2)...(a1—an)

Analég moédon létezik /;(x) minden 2 < j < n-re,

melyre /j(a;) = 1, és a tobbi a, gyoke /;-nek (ha k # ).

J6 lesz: f(X) = blfl(x) + bgfz(X) —+ ...+ bngn(X).

Peéldaul f(al) = blfl(al) T b2€2(81) + ...+ bnf,,(al) =
=b1-14+b-0+...4+b,-0=by.

Hasonl6an lathatd, hogy f(az) = bo, ..., f(a,) = by. O

l1(x) =
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masodik bizonyitasa a Lagrange-interpolacié 6tletén alapszik.
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A Lagrange-interpolacié hatranya
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Newton-interpolacié

Megforditva, a kinai maradéktétel FGy2.6.2-beli
masodik bizonyitasa a Lagrange-interpolacié 6tletén alapszik.

A Lagrange-interpolacié hatranya

Képzeljiik, hogy a b1, ..., b, szamok mérési eredmények.
Kiszamitjuk Lagrange médszerével az interpolaciés polinomot:
f(al) = bl, f(a2) = bg./ ey f(a,,) = b,,.

Keletkezik egy G4j mérési eredmény: az a, .1 helyen b, 1.
Ekkor sajnos elélrél kell kezdeni a szamolast.

A megoldas: a Newton-interpolacié (K2.4.13).
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Tételek

Maradékos osztas szokasos gyiirii folotti polinomokra: létezés
és egyértelmiiség (K3.2.1).
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gyiirtiben (K5.5.9).
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gylriiben (K5.5.9). Ha van KKO, akkor minden irreducibilis prim
(K3.1.27).
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Oszthatésag (K3.1.3), asszocialt (K3.1.7), egység (K3.1.9),
trivialis felbontas, felbonthatatlan elem (K3.1.12-14). Kitiintetett
kozds oszté (K3.1.19), prim (3.1.25), alaptételes és euklideszi
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Tételek
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és egyértelmiiség (K3.2.1). Z[x|-ben nincs maradékos osztas
(K3.2.18), nem is euklideszi (K5.5.7). Az oszthat6sag tulajdonsagai
(K3.1.4). A KKO létezése és kiemelési tulajdonsaga euklideszi
gylriiben (K5.5.9). Ha van KKO, akkor minden irreducibilis prim
(K3.1.27). Euklideszi gyiirii alaptételes (K3,2,12, 5.5.9).

Lagrange- és Newton-interpolacid, egyértelmiiség (K2.4.10-13).
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