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[smétlés

A sik vektorai iranyitott szakaszok, de két vektor egyenls,
ha parhuzamosak,
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Igy minden vektor kezdSpontja az O origéba tolhaté.

2/ 19




Oszlopvektorok Algebra és szamelmélet 2. el8adas 2/19

Vektorok és helyvektorok

Ismétlés
A sik vektorai iranyitott szakaszok, de két vektor egyenls,
ha parhuzamosak, egyenl6 hossziak és iranyaak.

Igy minden vektor kezdépontja az O origéba tolhato
A sik minden pontjat egyértelmiien kijeldli egy ilyen OA vektor
A végpontja.




Oszlopvektorok Algebra és szamelmélet 2. el8adas 2/19

Vektorok és helyvektorok

Ismétlés
A sik vektorai iranyitott szakaszok, de két vektor egyenls,
ha parhuzamosak, egyenl6 hossziak és iranyaak.

Igy minden vektor kezdépontja az O origéba tolhato
A sik minden pontjat egyértelmiien kijeldli egy ilyen OA vektor
A végpontja. Ez az A pont helyvektora.




Oszlopvektorok Algebra és szamelmélet 2. el8adas 2/19

Vektorok és helyvektorok

[smétlés

A sik vektorai iranyitott szakaszok, de két vektor egyenls,
ha parhuzamosak, egyenl6 hossziak és iranyaak.

Igy minden vektor kezdépontja az O origéba tolhato
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Jelolés
Az origébdl az A = (a, b) pontba mutaté vektort szintén
az (a, b) szamparral adjuk meg.
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Vektorok és helyvektorok

[smétlés

A sik vektorai iranyitott szakaszok, de két vektor egyenls,
ha parhuzamosak, egyenl6 hossziak és iranyaak.

Igy minden vektor kezdépontja az O origéba tolhato
A sik minden pontjat egyértelmiien kijeldli egy ilyen OA vektor
A végpontja. Ez az A pont helyvektora.

Jelolés

Az origébdl az A = (a, b) pontba mutaté vektort szintén
az (a, b) szamparral adjuk meg.

Tehat beszélhetiink a z = (a,b) = OA vektorrdl.
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Vektorosszeadas
Mektorok Osszeadasa egymas utan fiizéssel torténik:
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)

Ez a paralelogramma-szabaly, hiszen OACB paralelogramma.
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Vektorosszeadas
/A_\>/ektorok Osszeadasa egymas utan fiizéssel torténik:
GA+ AC - OC. J
I C
V4
c B J A= (a,b)
W Y B =(c,d)
J v z A c C=(a+c,b+d)
2 b b
% .
a c

Ez a paﬁlelogramma—szabély, hiszen OACB paralelogramma.
Az= OA:R:(a,b) és w = O?:R:(c,d) vektorok
Osszege z+w = OC = (a+ ¢, b+ d).
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Az OA vektor \-szorosa az O? ahol a B pontot gy kapjuk,
hogy az A pontot az origébdl |\|-szorosara nyajtjuk,
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és ha \ negativ, akkor tiikrozziik is az origéra.
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Allitas
Ha OA = (a, b), akkor \OA = (Aa, Ab).

Az (a, b) vektort néha oszlopvektornak irjuk: {a} Tehat

Jo-Erdel-Bg
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Altalanos vektorok, miveletek

F3.1.5. Definicié
Legyen T = R vagy O (vals, illetve racionalis szamok).
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Azaz Gsszeadni és skalarral szorozni komponensenként kell.



A nullvektor

(o> B o«
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A miveleti tulajdonsagok

0

A nullvektor 0 = |...| és az ellentett:
0

(minden komponens T nulleleme)
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O an
(minden komponens T nulleleme)
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0 dl —dai
A nullvektor 0 = |...| és az ellentett: — |...| =

0 an —a,
(minden komponens T nulleleme) (komponensenkénti ellentett)

Tetszéleges u, v, w € T" vektorokra, és \, u € T skalarokra
1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az dsszeadas asszociativ).
) u+ v = v+ u (az 6sszeadas kommutativ).
) u+0=0+ u=u (0 a nullvektor).

) u+ (—u)=(—u)+ u=0 (—u az u ellentettje).
5 (A p)u=Au+ pu.
)

)

)
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T =R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbdl
és m oszlopbdl allé tablazat,
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T =R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbdl
és m oszlopbdl all6 tablazat, melyben T elemei vannak.
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél

és m oszlopbdl all6 tablazat, melyben T elemei vannak.
Ezek halmazat 7" jeldli.
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél
és m oszlopbdl allé tablazat, melyben T elemei vannak.
Ezek halmazat 77 jeldli. Igy T" elemei n x 1-es matrixok.
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél
és m oszlopbdl allé tablazat, melyben T elemei vannak.
Ezek halmazat 77 jeldli. Igy T" elemei n x 1-es matrixok.

A sorvektorok az 1 x m-es matrixok.
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél

és m oszlopbdl allé tablazat, melyben T elemei vannak.

Ezek halmazat 77 jeldli. Igy T" elemei n x 1-es matrixok.
A sorvektorok az 1 x m-es matrixok. )

Az M = ((aj)) € T"*™ azt az n sorbél és m oszlopbdl allé
matrixot jeldli,
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél

és m oszlopbdl allé tablazat, melyben T elemei vannak.

Ezek halmazat 77 jeldli. Igy T" elemei n x 1-es matrixok.
A sorvektorok az 1 x m-es matrixok. )

Az M = ((aj)) € T"*™ azt az n sorbél és m oszlopbdl allé
matrixot jeloli, amelyben az /-edik sor j-edik eleme a;; € T.
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél

és m oszlopbdl allé tablazat, melyben T elemei vannak.

Ezek halmazat 77 jeldli. Igy T" elemei n x 1-es matrixok.
A sorvektorok az 1 x m-es matrixok. )

Az M = ((aj)) € T"*™ azt az n sorbél és m oszlopbdl allé
matrixot jeldli, amelyben az i-edik sor j-edik eleme a;; € T.

Ha M = ((a;)) € T2%3,
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél

és m oszlopbdl allé tablazat, melyben T elemei vannak.

Ezek halmazat 77 jeldli. Igy T" elemei n x 1-es matrixok.
A sorvektorok az 1 x m-es matrixok. )

Az M = ((aj)) € T"*™ azt az n sorbél és m oszlopbdl allé
matrixot jeldli, amelyben az i-edik sor j-edik eleme a;; € T.

Ha M = ((a5)) € T2<3, akkor M = {"’“ a1z "’13}
a1 ax ax3
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél

és m oszlopbdl allé tablazat, melyben T elemei vannak.

Ezek halmazat 77 jeldli. Igy T" elemei n x 1-es matrixok.
A sorvektorok az 1 x m-es matrixok.

Az M = ((aj)) € T"*™ azt az n sorbél és m oszlopbdl allé
matrixot jeldli, amelyben az i-edik sor j-edik eleme a;; € T.

Ha M = ((a5)) € T2<3, akkor M = {"’“ a1z 313}
a1 ax ax3

Ha M = ((i +))) € T?*2,
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél

és m oszlopbdl allé tablazat, melyben T elemei vannak.

Ezek halmazat 77 jeldli. Igy T" elemei n x 1-es matrixok.
A sorvektorok az 1 x m-es matrixok.

Az M = ((aj)) € T"*™ azt az n sorbél és m oszlopbdl allé
matrixot jeldli, amelyben az i-edik sor j-edik eleme a;; € T.

Ha M = ((a5)) € T2<3, akkor M = {"’“ a1z 313}
a1 ax ax3

Ha M = ((i +j)) € T?*2, akkor M = [1+1 1+2}

241 242
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél

és m oszlopbdl allé tablazat, melyben T elemei vannak.

Ezek halmazat 77 jeldli. Igy T" elemei n x 1-es matrixok.
A sorvektorok az 1 x m-es matrixok.

Az M = ((aj)) € T"*™ azt az n sorbél és m oszlopbdl allé
matrixot jeldli, amelyben az i-edik sor j-edik eleme a;; € T.

Ha M = ((a5)) € T2<3, akkor M = {"’“ a1z 313}
a1 ax ax3

S

— ((; : 2x2 —
HaM=((i+))eT ,akkor/\ﬂ—[2+1 210 3 4
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél

és m oszlopbdl all6 tablazat, melyben T elemei vannak.

Ezek halmazat 77 jeldli. igy 7" elemei n x 1-es matrixok.
A sorvektorok az 1 x m-es matrixok.

Az M = ((aj)) € T"*™ azt az n sorbél és m oszlopbdl allé
matrixot jeldli, amelyben az i-edik sor j-edik eleme a;; € T.
Ha M = ((aj)) € T2*3, akkor M = |#11 912 913|

a1 ax axs

L 141 142 2 3
_ 2x2 _ —
HaM=((i+/)eT ,akkorM—[2 1 2 2}—[3 4].

Ha M = ((a,J ¢ bU)) € T2><2,
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Matrixok

F2.1.1. Definicié

T = R vagy Q. Egy n x m-es matrix egy n sorbél

és m oszlopbdl all6 tablazat, melyben T elemei vannak.

Ezek halmazat 77 jeldli. igy 7" elemei n x 1-es matrixok.
A sorvektorok az 1 x m-es matrixok.

S

Az M = ((aj)) € T"*™ azt az n sorbél és m oszlopbdl allé
matrixot jeldli, amelyben az i-edik sor j-edik eleme a;; € T.

Ha M = ((a5)) € T2<3, akkor M = {"’“ a1z "”13}
a1 ax ax3

241 242 3 4

ai1 + b1 awx + by
a1 + bo1 ax + by

Ha M = ((i +j)) € T?*2, akkor M = [

Ha M = ((a; + bjj)) € T?*?, akkor M = {

- )

]
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Osszeg, \-szoros, nullmatrix, ellentett

F2.1.2. Definicié
M = ((ajj)) és N = ((bjj)) € T"*™ matrixok és A € T.
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Osszeg, \-szoros, nullmatrix, ellentett

F2.1.2. Definicié

M = ((ajj)) és N = ((bj)) € T"*™ matrixok és A € T. Ekkor
M + N = ((ajj + bjj)) € T"™ az M és N Osszege
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Osszeg, \-szoros, nullmatrix, ellentett

F2.1.2. Definicié

M = ((ajj)) és N = ((bjj)) € T"*™ matrixok és X\ € T. Ekkor
M+ N = ((ajj + bjj)) € T"*™ az M és N Gsszege
(a két matrix megfelelé elemeit dsszeadjuk);
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AM = ((Xajj)) € T"™ az M matrix \-szorosa
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(a két matrix megfelelé elemeit dsszeadjuk);

AM = ((Xajj)) € T"™ az M matrix \-szorosa

(a matrix minden elemét \-val szorozzuk).
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Osszeg, \-szoros, nullmatrix, ellentett

F2.1.2. Definicié

M = ((ajj)) és N = ((bjj)) € T"*™ matrixok és X\ € T. Ekkor
M+ N = ((ajj + bjj)) € T"*™ az M és N Gsszege

(a két matrix megfelelé elemeit dsszeadjuk);

AM = ((Xajj)) € T"™ az M matrix \-szorosa

(a matrix minden elemét \-val szorozzuk).

Két matrixot akkor lehet Gsszeadni, ha ugyanaz a méretiik.



Matrixdsszeadas és skalarral szorzas Algebra és szamelmélet 2. eléadas 8 /19

Osszeg, \-szoros, nullmatrix, ellentett

F2.1.2. Definicié

M = ((ajj)) és N = ((bjj)) € T"*™ matrixok és X\ € T. Ekkor
M+ N = ((ajj + bjj)) € T"*™ az M és N Gsszege

(a két matrix megfelelé elemeit dsszeadjuk);

AM = ((Xajj)) € T"™ az M matrix \-szorosa

(a matrix minden elemét \-val szorozzuk).

Két matrixot akkor lehet Gsszeadni, ha ugyanaz a méretiik.
Definicié
Az n x m-es nullmatrix az a matrix,
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Osszeg, \-szoros, nullmatrix, ellentett

F2.1.2. Definicié

M = ((ajj)) és N = ((bjj)) € T"*™ matrixok és X\ € T. Ekkor
M+ N = ((ajj + bjj)) € T"*™ az M és N Gsszege

(a két matrix megfelelé elemeit dsszeadjuk);

AM = ((Xajj)) € T"™ az M matrix \-szorosa

(a matrix minden elemét \-val szorozzuk).

Két matrixot akkor lehet Gsszeadni, ha ugyanaz a méretiik.
Definicié

Az n x m-es nullmatrix az a matrix, melynek minden eleme
a T nulleleme.
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Osszeg, \-szoros, nullmatrix, ellentett

F2.1.2. Definicié

M = ((ajj)) és N = ((bjj)) € T"*™ matrixok és X\ € T. Ekkor
M+ N = ((ajj + bjj)) € T"*™ az M és N Gsszege

(a két matrix megfelelé elemeit dsszeadjuk);

AM = ((Xajj)) € T"™ az M matrix \-szorosa

(a matrix minden elemét \-val szorozzuk).

Két matrixot akkor lehet Gsszeadni, ha ugyanaz a méretiik.
Definicié

Az n x m-es nullmatrix az a matrix, melynek minden eleme
a T nulleleme. A nullmatrix jele: 0.
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Osszeg, \-szoros, nullmatrix, ellentett

F2.1.2. Definicié

M = ((ajj)) és N = ((bjj)) € T"*™ matrixok és X\ € T. Ekkor
M+ N = ((ajj + bjj)) € T"*™ az M és N Gsszege

(a két matrix megfelel6 elemeit Gsszeadjuk);

AM = ((Xajj)) € T"™ az M matrix \-szorosa

(a matrix minden elemét \-val szorozzuk).

Két matrixot akkor lehet Gsszeadni, ha ugyanaz a méretiik.
Definicié
Az n x m-es nullmatrix az a matrix, melynek minden eleme

a T nulleleme. A nullmatrix jele: 0.
Egy n x m-es M matrix ellentettje az a matrix,
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M+ N = ((ajj + bjj)) € T"*™ az M és N Gsszege

(a két matrix megfelel6 elemeit Gsszeadjuk);

AM = ((Xajj)) € T"™ az M matrix \-szorosa

(a matrix minden elemét \-val szorozzuk).

Két matrixot akkor lehet Gsszeadni, ha ugyanaz a méretiik.
Definicié

Az n x m-es nullmatrix az a matrix, melynek minden eleme
a T nulleleme. A nullmatrix jele: 0.

Egy n x m-es M matrix ellentettje az a matrix,
melynek minden eleme az M megfelelé elemének ellentettje.
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Osszeg, \-szoros, nullmatrix, ellentett

F2.1.2. Definicié

M = ((ajj)) és N = ((bjj)) € T"*™ matrixok és X\ € T. Ekkor
M+ N = ((ajj + bjj)) € T"*™ az M és N Gsszege

(a két matrix megfelel6 elemeit Gsszeadjuk);

AM = ((Xajj)) € T"™ az M matrix \-szorosa

(a matrix minden elemét \-val szorozzuk).

Két matrixot akkor lehet Gsszeadni, ha ugyanaz a méretiik.
Definicié

Az n x m-es nullmatrix az a matrix, melynek minden eleme
a T nulleleme. A nullmatrix jele: 0.

Egy n x m-es M matrix ellentettje az a matrix,

melynek minden eleme az M megfelelé elemének ellentettje.
M = ((ajj)) ellentettje —M = ((—ajj))
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Osszeg, \-szoros, nullmatrix, ellentett

F2.1.2. Definicié

M = ((ajj)) és N = ((bjj)) € T"*™ matrixok és X\ € T. Ekkor
M+ N = ((ajj + bjj)) € T"*™ az M és N Gsszege

(a két matrix megfelel6 elemeit Gsszeadjuk);

AM = ((Xajj)) € T"™ az M matrix \-szorosa

(a matrix minden elemét \-val szorozzuk).

Két matrixot akkor lehet Gsszeadni, ha ugyanaz a méretiik.
Definicié

Az n x m-es nullmatrix az a matrix, melynek minden eleme
a T nulleleme. A nullmatrix jele: 0.

Egy n x m-es M matrix ellentettje az a matrix,

melynek minden eleme az M megfelelé elemének ellentettje.
M = ((aj;)) ellentettje —M = ((—a;;)) = (—1)M.
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A miveleti tulajdonsagok

F2.1.3. Tétel (HF ellenérizni)
Tetszéleges M, N, K € T"*™ matrixokra és A\, ;u € T skalarokra
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A miveleti tulajdonsagok

F2.1.3. Tétel (HF ellenérizni)

Tetszéleges M, N, K € T"*™ matrixokra és A\, ;u € T skalarokra
(1) (M+ N)+ K= M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
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A miveleti tulajdonsagok

F2.1.3. Tétel (HF ellenérizni)

Tetszéleges M, N, K € T"*™ matrixokra és A\, ;u € T skalarokra
(1) (M+ N)+ K= M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
(2) M+ N = N+ M (az 6sszeadas kommutativ).
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A miveleti tulajdonsagok

F2.1.3. Tétel (HF ellenérizni)

Tetszéleges M, N, K € T"*™ matrixokra és A\, ;u € T skalarokra
(1) (M+ N)+ K= M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
(2) M+ N = N+ M (az 6sszeadas kommutativ).

(3) M+0=0+ M = M (0 a nullmatrix).
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A miveleti tulajdonsagok

F2.1.3. Tétel (HF ellenérizni)

Tetszéleges M, N, K € T"*™ matrixokra és A\, ;u € T skalarokra
(1) (M+ N)+ K= M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
(2) M+ N = N+ M (az 6sszeadas kommutativ).

(3) M+0=0+ M = M (0 a nullmatrix).

(4) M+ (—M) =(—M)+ M =0 (—M az M ellentettje).

9/ 19
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A miveleti tulajdonsagok

F2.1.3. Tétel (HF ellenérizni)
Tetszéleges M, N, K € T"*™ matrixokra és A\, € T skalarokra
) (M+ N)+ K= M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
M+ N = N + M (az 6sszeadas kommutativ).
M+0=0+ M = M (0 a nullmatrix).

+(—M) =(—M)+ M =0 (—M az M ellentettje).
A+ )M =AM + pM.

(1

(2
(3
(4
(

)
)
) M
5)
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A miveleti tulajdonsagok

F2.1.3. Tétel (HF ellenérizni)

Tetszéleges M, N, K € T"*™ matrixokra és A\, € T skalarokra
) (M+ N)+ K= M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
2) M+ N = N+ M (az dsszeadas kommutativ).
3) M+0=0+ M = M (0 a nullmatrix).
4) M+ (—M)=(—M)+ M =0 (—M az M ellentettje).
5) A+ pu)M =AM + uM.
)

(1
(
(
(
(
(6) A(M + N) =AM + AN.
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A miveleti tulajdonsagok

F2.1.3. Tétel (HF ellenérizni)

Tetszéleges M, N, K € T"*™ matrixokra és A\, € T skalarokra
(1) (M+ N)+ K= M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
(2) M+ N = N + M (az 6sszeadas kommutativ).

(3) M+0=0+ M = M (0 a nullmatrix).

(4) M+ (—M)=(—M)+ M =0 (=M az M ellentettje).

5) A+ p)M =M + uM.

(6)

(7)
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A miveleti tulajdonsagok

F2.1.3. Tétel (HF ellenérizni)
Tetszéleges M, N, K € T"*™ matrixokra és A\, € T skalarokra
) (M+ N)+ K= M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
M+ N = N + M (az Ssszeadas kommutativ).
M+0=0+ M = M (0 a nullmatrix).

+(—M) =(—M)+ M =0 (—M az M ellentettje).
A+ )M =AM + pM.
AM + N) = AM + AN.
(A)M = A(uM).
1-M = M (ahol 1 a T egységeleme).

(1

(2)
(3)
(4) M
(5)
(6)
(7)
(8)
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A miveleti tulajdonsagok

F2.1.3. Tétel (HF ellenérizni)
Tetszéleges M, N, K € T"*™ matrixokra és A\, € T skalarokra
) (M+ N)+ K= M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
M+ N = N + M (az Ssszeadas kommutativ).
M+0=0+ M = M (0 a nullmatrix).

+(—M) =(—M)+ M =0 (—M az M ellentettje).
A+ )M =AM + pM.
AM + N) = AM + AN.
(A)M = A(uM).
1-M = M (ahol 1 a T egységeleme).

(1

(2)
(3)
(4) M
(5)
(6)
(7)
(8)

(9) 0- M J
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) (M+ N)+ K= M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
M+ N = N + M (az Ssszeadas kommutativ).
M+0=0+ M = M (0 a nullmatrix).

+(—M) =(—M)+ M =0 (—M az M ellentettje).
A+ )M =AM + pM.
AM + N) = AM + AN.
(A)M = A(uM).
1-M = M (ahol 1 a T egységeleme).

(1

(2)
(3)
(4) M
(5)
(6)
(7)
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Kétféle 0
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v

(99 0-M=X-0=0, és ha AM =0, akkor A =0 vagy M = 0.
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Sor és oszlop szorzata

Szorzas 2 x 2-es matrixokra
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Matrixok szorzasa

Sor és oszlop szorzata

Szorzas 2 x 2-es matrixokra

[ax + by] .

cl [ |
d| | d'|

Algebra és szamelmélet

a c
b d

I’

ax + cy
bx + dy

2. eléadas

|




Matrixok szorzasa

Sor és oszlop szorzata

Szorzas 2 x 2-es matrixokra

Sl

a c|[d |  |ad+cbV
b d||b d'| |bd +db

[ax + by] .

Algebra és szamelmélet

el

ac’ + cd’
bc’ + dd’

J

ax + cy
bx + dy

2. eléadas

|
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a c|[d |  |ad+cbV
b d||b d'| |bd +db

[ax + by] .

Algebra és szamelmélet

el

ac’ + cd’
bc’ + dd’

2. eléadas

ax + cy
bx +dy|’

J

Definicié

Legyen (a1 a»
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Sor és oszlop szorzata

Szorzas 2 x 2-es matrixokra

Sl

a c|[d |  |ad+cbV
b d||b d'| |bd +db

[ax + by] .

Algebra és szamelmélet 2. el8adas

a c||x| |ax+cy
b d||y| |bx+dy|’
ac’ +cd’

bc' +dd'|

Definicié

Legyen (a1 a»

=aiby +axby + ...+ ambm.

10 / 19



Matrixok szorzasa Algebra és szamelmélet 2. el8adas

Sor és oszlop szorzata

Szorzas 2 x 2-es matrixokra

caf]- e [ - 23]

[a c] [a’ c’] B [aa’—&—cb’ ac’+cd’}
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b d||b d ba' +db’ bc' + dd’
Definicié
by
by
Legyen (a1 a> ... am) =ai1by + aby+ ...+ ambm.
Dt

Minden elemet a neki megfelelével szorozzuk,




Matrixok szorzasa Algebra és szamelmélet 2. el6adas 10 / 19

Sor és oszlop szorzata

Szorzas 2 x 2-es matrixokra

caf]- e [ - 23]

[a c] [a’ c’] B {aa’—&—cb’ ac’+cd’}

b d| | d ba’ +db’ bc' + dd’
4
Definicié
by
Legyen (a1 a> ... am) 2| aibi + axbo + ...+ ambm.
bm

Minden elemet a neki megfelelével szorozzuk, majd dsszeadjuk.
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Sor és oszlop szorzata

Szorzas 2 x 2-es matrixokra

caf]- e [ - 23]

[a c] [a’ c’] B {aa’—&—cb’ ac’+cd’}

b d| | d ba’ +db’ bc' + dd’
4
Definicié
by
Legyen (a1 a> ... am) 2| aibi + axbo + ...+ ambm.
bm

Minden elemet a neki megfelelével szorozzuk, majd dsszeadjuk.

2 x 2-es: az elsé matrix sorait szoroztuk a masodik oszlopaival!
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A szorzas definiciéja

F2.1.4. Definicié
A szorzatmatrix i-edik soranak j-edik eleme
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Ez akkor értelmes, ha az els6 matrixnak ugyanannyi oszlopa van,
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ahany sora a masodiknak.
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[811 312] {bll b12} _
axi ax| |ba1 b2
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ain aiz| b bi2| _ |aubn + a12bo aubiz + ar2bx
axi ax| |ba1 b2 ars1b11 + axobo1  azi1bio + axboo |’

Ha M = ((aU)) c ThXm ag N = ((b’])) e Tka,
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ahany sora a masodiknak.

[811 312] {bll b12} _ [311b11—|—a12b21 ai1biz + ai2bx
axi ax| |ba1 b2 ars1b11 + axobo1  azi1bio + axboo |’

Ha M = ((aU)) e Tmes N = ((b,j)) € Tka, akkor
az MN & Tk matrix i-edik soranak j-edik eleme

aiibyj + ajoboj + ... + aimbmj =
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i-edik soranak és a masodik matrix j-edik oszlopanak szorzata.
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A szorzas definiciéja

F2.1.4. Definicié

A szorzatmatrix i-edik soranak j-edik eleme az elsé matrix
i-edik soranak és a masodik matrix j-edik oszlopanak szorzata.
Ez akkor értelmes, ha az els6 matrixnak ugyanannyi oszlopa van,
ahany sora a masodiknak.

[811 312] {bll b12} _ [311b11—|—a12b21 ai1biz + ai2bx
axi ax| |ba1 b2 ars1b11 + axobo1  azi1bio + axboo |’

Ha M = ((aU)) e Tmes N = ((b,j)) € Tka, akkor
az MN & Tk matrix i-edik sorénakj edik eleme

aj by + apphoj + . .. + @imbmj = Z ajobyj.

Miért igy?
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A szorzas definiciéja

F2.1.4. Definicié

A szorzatmatrix i-edik soranak j-edik eleme az elsé matrix
i-edik soranak és a masodik matrix j-edik oszlopanak szorzata.
Ez akkor értelmes, ha az els6 matrixnak ugyanannyi oszlopa van,
ahany sora a masodiknak.

{811 312] {bll b12} _ [311b11+312b21 ai1biz + ai2bx
axi ax| |ba1 b2 ars1b11 + axobo1  azi1bio + axboo |’

Ha M = ((aU)) e Tmes N = ((bU)) € Tka, akkor
az MN & Tk matrix i-edik sorénakj edik eleme

ajibij + aipboj + ... + aimbmj = Z ajoby;.

Miért igy? Kovetkezs félévben linearis transzformaciokkal.
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Negativ tulajdonsagok

Tétel
Az n x n-es matrixok kozott a szorzas n > 2 esetén

1
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Az n x n-es matrixok kozott a szorzas n > 2 esetén
nem kommutativ ,
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Negativ tulajdonsagok

Tétel

Az n x n-es matrixok kozott a szorzas n > 2 esetén
nem kommutativ és nem nullosztémentes,
azaz két nem nulla matrix szorzata lehet a nullmatrix.

Bizonyitas n = 2-re
1 1)1 o]
0 1|11 1|
1 01 1]
1 1] |0 1|

2 . .
L J, ami nem ugyanaz, mint
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Az n x n-es matrixok kozott a szorzas n > 2 esetén
nem kommutativ és nem nullosztémentes,
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Bizonyitas n = 2-re

1 1)1 0 |21 . int
0o 1l 11 1| = |1 1| ami nem ugyanaz, min

bl o= [ 2
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Tétel

Az n x n-es matrixok kozott a szorzas n > 2 esetén
nem kommutativ és nem nullosztémentes,

azaz két nem nulla matrix szorzata lehet a nullmatrix.

Bizonyitas n = 2-re

1 1)1 0 |21 . int
0o 1l 11 1| = |1 1| ami nem ugyanaz, min

e I tehat nem kommutati
1 1|0 1|~ |1 2 "™ LRV,
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1 1]f1 0] [2 1 : ot
o 1] |1 1 =17 1 , ami nem ugyanaz, min
1 O A O O | I ot
_1 1_ _O 1_ = 1 2| €nat nem kKommutativ.
0 1o 1] _

0 0] |0 O] .
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Tétel

Az n x n-es matrixok kozott a szorzas n > 2 esetén
nem kommutativ és nem nullosztémentes,
azaz két nem nulla matrix szorzata lehet a nullmatrix.

1 1)1 0] [2 1 . -
o 1] |1 1 = 1 1_,aml nem ugyanaz, min
T R L A | I ot

_1 1_ _O 1_ = _1 2_, ehat nem Kommutativ.
0 1]fo 1] [0 0]

0 0/[0o o] [0 o]
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1 1)1 0] [2 1] _ . int
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1 of [t 1] _ 1 1] tehat nem kommutati

11l 1= 1 2 eha utativ.

0 110 1} _ [0 0] azaz nem nullosztémentes O
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nem kommutativ és nem nullosztémentes,
azaz két nem nulla matrix szorzata lehet a nullmatrix.
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Bizonyitas n = 2-re

1 1)1 o] [2 1] . int
o 1|1 1 = 11 ami nem ugyanaz, min

1 0] [1 1] = 11 tehat nem kommutati
1) fo 1= |1 2) cha utativ.
0 1]fo 1] _ [0 0] azaz nem nullosztémentes
0 0o/ |0 o] |0 o] |

O]

4

HF: a tengelyes tiikrézések kompozicija sem mindig kommutativ.
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Asszociativitas, egységmatrix

F2.1.5. Tétel

A matrixok szorzasa asszociativ.
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A matrixok szorzasa asszociativ. Azaz (MN)K = M(NK),
feltéve, hogy az Gsszes sziikséges szorzast el lehet végezni.
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Matrixok szorzasa

Asszociativitas, egységmatrix

F2.1.5. Tétel
A matrixok szorzasa asszociativ. Azaz (MN)K = M(NK),
feltéve, hogy az Gsszes sziikséges szorzast el lehet végezni.

Azaz ha M ¢ T"™*m,
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Matrixok szorzasa
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Asszociativitas, egységmatrix

F2.1.5. Tétel

A matrixok szorzasa asszociativ. Azaz (MN)K = M(NK),
feltéve, hogy az Gsszes sziikséges szorzast el lehet végezni.
Azaz ha M € T™™, N e Tk K e Tkxt,

Bizonyitas szamolassal, de a kovetkezé félévben elegansan is.
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Asszociativitas, egységmatrix

F2.1.5. Tétel

A matrixok szorzasa asszociativ. Azaz (MN)K = M(NK),
feltéve, hogy az Gsszes sziikséges szorzast el lehet végezni.
Azaz ha M € T™™, N e Tk K e Tkxt,

Bizonyitas szamolassal, de a kovetkezé félévben elegansan is.

Az n x n-es E, egységmatrix az a matrix, ahol
az i-edik sor j-edik eleme
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feltéve, hogy az Gsszes sziikséges szorzast el lehet végezni.
Azaz ha M € T™™, N e Tk K e Tkxt,

Bizonyitas szamolassal, de a kovetkezé félévben elegansan is.
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1 0| a b| |a b
0 1| |c d| = |c d|
F2.1.3. Feladat
Ha M € T"*" akkor E,M = ME,, = M. J
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A szorzas szabalyai

F2.1.5. Tétel
Ha M, N, K € T"*" tetsz6leges matrixok és A\, . € T, akkor
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A szorzas szabalyai

F2.1.5. Tétel
Ha M, N, K € T"*" tetsz6leges matrixok és A\, . € T, akkor
(1) (M+ N)+ K =M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
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(6) Igaz mindkét oldali disztributivitas, azaz

M(N + K) = MN + MK és (N + K)M = NM + KM.
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M(N + K) = MN + MK és (N + K)M = NM + KM.

(7) Az E, egységmatrix kétoldali egységelem: E,M = ME, = M.
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A szorzas szabalyai

F2.1.5. Tétel
Ha M, N, K € T" " tetsz6leges matrixok és A\, . € T, akkor

(1) (M+ N)+ K =M+ (N + K) (az 6sszeadas asszociativ).
(2) M+ N = N+ M (az sszeadas kommutativ).

(3) M+0=0+ M = M (0 a nullmatrix).

(4) M+ (—M)=(—M)+ M =0 (—M az M ellentettje).

(5) A szorzas asszociativ.

(6) Igaz mindkét oldali disztributivitas, azaz

M(N + K) = MN + MK és (N + K)M = NM + KM.
(7) Az E, egységmatrix kétoldali egységelem: E,M = ME, = M.
Tovabba A(MN) = (AM)N = M(AN) is teljesiil.

Bizonyitas: a kdvetkezé félévben, linearis transzformaciokkal.
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Matrix transzponaltja

F2.1.6. Definicié

Egy matrix féatloja a bal felsé sarokbél 45° alatt indulé egyenesen
lévé elemekbél all.
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lévé elemekbél all. Ezek azok, amelyeknek
a sor- és oszlopindexe megegyezik.
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.
{311 312:| B

dp1 a2
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-
a1 a12 _|911 a21
a1 ax a12 a2
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T T
a1 a12 ~|911 a1 d11 412 413 -
a1 ax a12 a2 a1 a2 a3
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Példak

T T a11  a21
a1 a12 ~|911 a1 d11 412 413 -

= = |d12 a2
a1 ax a12 a2 a1 a2 a3

d13 423




Matrixok szorzasa Algebra és szamelmélet 2. el6adas 15 / 19

Matrix transzponaltja

F2.1.6. Definicié

Egy matrix féatloja a bal felsé sarokbél 45° alatt indulé egyenesen
lévé elemekbél all. Ezek azok, amelyeknek

a sor- és oszlopindexe megegyezik.

Egy matrix transzponaltja a f6atléjara vett tiikorképe.

Azaz ha M = ((a;)) € T™™, akkor MT = ((a;)) € T™*".
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Példak
T T dil1 ao1
a1 a12 ~|911 a1 d11 412 413 -
= = |d12 a2
a1 ax a12 a2 a1 a2 a3
a13 a3

A f&atlét piros szin jeldli.
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Matrix transzponaltja

F2.1.6. Definicié

Egy matrix féatloja a bal felsé sarokbél 45° alatt indulé egyenesen
lévé elemekbél all. Ezek azok, amelyeknek

a sor- és oszlopindexe megegyezik.

Egy matrix transzponaltja a f6atléjara vett tiikorképe.

Azaz ha M = ((a;)) € T™™, akkor MT = ((a;)) € T™*".

(A két indexet megcseréljik; az i-edik sorbdl i-edik oszlop lesz.)

Peéldak
T T dil1 ao1
a1l d12 |91 a1 a11 d12 ai13
= = |d12 a2
a1 a2 aip a» a1 d22 axa
d13 423

A f&atlét piros szin jeldli.
Sorvektor transzponaltja oszlopvektor és viszont.
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Az inverz definici¢ja és kiszamitasa

Definicié (F, 2.2. szakasz)
Ha M, N € T"" akkor M és N egymas inverzei,
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Definicié (F, 2.2. szakasz)

Ha M, N € T"" akkor M és N egymas inverzei,
ha MN = NM = E, (az n x n-es egységmatrix).
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M € T"™" invertalasa Gauss-eliminaciéval (F3.5.3. Tétel)
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o K:=|[M,E,] € T2 (irjuk M mellé az egységmatrixot).
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M € T"™" invertalasa Gauss-eliminaciéval (F3.5.3. Tétel)
o K:=|[M,E,] € T2 (irjuk M mellé az egységmatrixot).

o Végezziik el a Gauss-eliminaciét a K matrixra agy,
hogy vezéregyest kizarélag a bal oldalon
(az els6 n oszlopban) valaszthatunk.
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hogy vezéregyest kizarélag a bal oldalon
(az els6 n oszlopban) valaszthatunk.

@ Ha keletkezik ,tilos” sor (melynek az els fele végig nulla),
akkor M nem invertalhaté.
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o Egyébként sorcserékkel K bal felébél az egységmatrix lesz.
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Definicié (F, 2.2. szakasz)

Ha M, N € T"" akkor M és N egymas inverzei,
ha MN = NM = E, (az n x n-es egységmatrix). Jele: N = M1,

v

M € T"" invertalasa Gauss-eliminaciéval (F3.5.3. Tétel)
o K:=[M, E,] € T"?" (irjuk M mellé az egységmatrixot).

o Végezziik el a Gauss-eliminaciét a K matrixra agy,
hogy vezéregyest kizarélag a bal oldalon
(az els6 n oszlopban) valaszthatunk.

@ Ha keletkezik ,tilos” sor (melynek az els fele végig nulla),
akkor M nem invertalhaté.

o Egyébként sorcserékkel K bal felébél az egységmatrix lesz.
Ekkor K jobb felen M~1 keletkezik: [M, E,| — [E,, M71].




Ha ad — bc # 0, akkor M= [

©

b d:| inverze

(O < <=

«E>»

Q>



Ha ad — bc # 0, akkor M = [Z Z] inverze

1
ad — bc | —

d
b

4

«O>» «F>» «E)>»

« =)
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Tétel
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A f6atlé két elemét megcseréljiik, a mellékatlo el6jelet valt.
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_ ad — bc 0
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Ezt ad — bc-vel osztva az egységmatrixok kapjuk.
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2 X 2-es matrix inverze

Tétel

a ¢

1 _
Ha ad — bc # 0, akkor M= {b d} inverze ~d — be [_Z C}

Késsbb: Ha ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.
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A f6atlé két elemét megcseréljiik, a mellékatlo el6jelet valt.

Bizonyitas
b8 o] - [ty eaval-
_ ad — bc 0

{ 0 ad — bc} :

Ezt ad — bc-vel osztva az egységmatrixok kapjuk.
HF: Ellen&rizziik a szorzast a masik sorrendben is.




Matrix inverze Algebra és szamelmélet 2. el6adas 18 / 19

Linearis egyenletrendszer matrixos alakja

a11x1 + axo + ...+ aimxXm = b1
ax1 + axnxa + ... + amxm = b
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Linearis egyenletrendszer matrixos alakja

a11x1 + axo + ...+ aimxXm = b1
ax1 + axnxa + ... + amxm = b

aniX1 + amXxo + ...+ anmXm = bn

V.
Definicio
ail a2 ... aim X1 by
a a ... a X: | by
M= |21 322 am| | % 6s b —
anl an2 --- dnm Xm b

Az M a fenti linearis egyenletrendszer matrixa.
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Matrix inverze Algebra és szamelmélet 2. el6adas 18 / 19

Linearis egyenletrendszer matrixos alakja

aiixi + apxo + ...+ aimxm = b1
ax1 + axnxa + ... + amxm = b

apix1 + ap2X2 + ... + apmXm = by

Definicié
dil] d12 ... dim X1 bl
M= |22 32 - dm| X 6 b by
dpl dn2 .- dnm Xm b

Az M a fenti linearis egyenletrendszer matrixa.

Az Mx = b az egyenletrendszer matrixos alakja

(az eredeti egyenleteknek egy képletben valé, tomor felirasa).
Ha M négyzetes és invertalhat6, akkor a megoldas x = M~1h.
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A 2. el6adashoz tartozé vizsgaanyag
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Vektordsszeadas a sikon, helyvektor.
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A 2. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Vektordsszeadas a sikon, helyvektor. Vektor- és matrixmiiveletek:
Osszeg, skalarszoros, nulla, ellentett.
Szorzat, egységmatrix, inverz, transzponalt (F2. fejezet).

Tételek

A matrixok és vektorok miiveleti tulajdonsagai (F2. fejezet).
A nullosztémentesség és a kommutativitas nem teljesiil altalaban.
Az inverz kiszamitasa Gauss-eliminaciéval (F3.5.3. Tétel).




	Oszlopvektorok
	Mátrixösszeadás és skalárral szorzás
	Mátrixok szorzása
	Mátrix inverze
	Összefoglaló

