Algebra és szamelmélet 18. el8adas 1/15

Algebra és szamelmélet
ELTE Algebra és Szamelmélet Tanszék

Konzultacié: Kiss Emil
http://ewkiss.web.elte.hu/wp/wordpress
ewwkissQgmail.com

18. eléadas



Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 2 /15

Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.



Fliggetlensé, Algebra és szamelmélet 18. el8adas 2 /15
g8 g

Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.
Val6jaban T tetszdleges test lehet, ezt a fogalmat késsbb tanuljuk.



Fliggetlensé, Algebra és szamelmélet 18. el6adas 2 /15
g8 g

Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.
Val6jaban T tetszdleges test lehet, ezt a fogalmat késsbb tanuljuk.

Definicié (F3.3.1-3)
Legyen vq ..., vy, € T".




Fliggetlensé, Algebra és szamelmélet 18. el6adas 2 /15
g8 g

Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.

Valéjaban T tetszéleges test lehet, ezt a fogalmat késébb tanuljuk.
Definicié (F3.3.1-3)

Legyen vq ..., vy, € T".

Avi+Xovo+ ...+ AV a v, ..., Vi egy linearis kombinacigja.




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 2 /15

Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.
Valéjaban T tetszéleges test lehet, ezt a fogalmat késébb tanuljuk.

Definicié (F3.3.1-3)
Legyen vq ..., vy, € T".

Avi+Xovo+ ...+ AV a v, ..., Vi egy linearis kombinacigja.
A \i,..., A\, ennek a linearis kombinaciénak az egyiitthatoi.




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 2 /15
Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.

Valéjaban T tetszéleges test lehet, ezt a fogalmat késébb tanuljuk.

Definicié (F3.3.1-3)
Legyen vq ..., vy, € T".

Avi+Xovo+ ...+ AV a v, ..., Vi egy linearis kombinacigja.
A \i,..., A\, ennek a linearis kombinaciénak az egyiitthatoi.
A vi,..., v, vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 2 /15
Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.

Valéjaban T tetszéleges test lehet, ezt a fogalmat késébb tanuljuk.

Definicié (F3.3.1-3)
Legyen vq ..., vy, € T".

Avi+Xovo+ ...+ AV a v, ..., Vi egy linearis kombinacigja.
A A1i,.... )\, ennek a linearis kombinacidénak az egyiitthatoi.
A vi, ..., vy, vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra A\jvi + ...+ Amvm = 0 CSAK UGY
teljesiilhet,




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 2 /15
Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.

Valéjaban T tetszéleges test lehet, ezt a fogalmat késébb tanuljuk.

Definicié (F3.3.1-3)
Legyen vq ..., vy, € T".

Avi+Xovo+ ...+ AV a v, ..., Vi egy linearis kombinacigja.
A A1i,.... )\, ennek a linearis kombinacidénak az egyiitthatoi.
A vi, ..., vy, vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra A\jvi + ...+ Amvm = 0 CSAK UGY
teljesiilhet, ha \1 = ... = A\, = 0.




Fliggetlensé, Algebra és szamelmélet 18. el6adas 2 /15
g8 g

Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.
Valéjaban T tetszéleges test lehet, ezt a fogalmat késébb tanuljuk.

Definicié (F3.3.1-3)

Legyen vq ..., vy, € T".

Avi+Xovo+ ...+ AV a v, ..., Vi egy linearis kombinacigja.
A A1i,.... )\, ennek a linearis kombinacidénak az egyiitthatoi.

A vi, ..., vy, vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra A\jvi + ...+ Amvm = 0 CSAK UGY
teljesiilhet, ha \1 = ... = A\, = 0.

Egyébként a vy, ..., v, € V vektorok linearisan Osszefiiggék.




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 2 /15

Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.
Val6jaban T tetszdleges test lehet, ezt a fogalmat késsbb tanuljuk.

Definicié (F3.3.1-3)

Legyen vq ..., vy, € T".

Avi+Xovo+ ...+ AV a v, ..., Vi egy linearis kombinacigja.
A \i,..., A\, ennek a linearis kombinaciénak az egyiitthatoi.

A vi,..., v, vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra A\jvi + ...+ Amvm = 0 CSAK UGY
teljesiilhet, ha \1 = ... = A\, = 0.

Egyébként a vy, ..., v, € V vektorok linearisan Osszefiiggék.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.




Fliggetlensé, Algebra és szamelmélet 18. el6adas 2 /15
g8 g

Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.
Val6jaban T tetszdleges test lehet, ezt a fogalmat késsbb tanuljuk.

Definicié (F3.3.1-3)

Legyen vq ..., vy, € T".

Avi+Xovo+ ...+ AV a v, ..., Vi egy linearis kombinacigja.
A \i,..., A\, ennek a linearis kombinaciénak az egyiitthatoi.

A vi,..., v, vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra A\jvi + ...+ Amvm = 0 CSAK UGY
teljesiilhet, ha \1 = ... = A\, = 0.

Egyébként a vy, ..., v, € V vektorok linearisan Osszefiiggék.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.
Vagyis v, ..., v akkor és csak akkor linearisan fliggetlen,

) )




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 2 /15

Oszlopvektorok fiiggetlensége

Az alabbiakban T a C, R, Q egyikeét jeldli.
Val6jaban T tetszdleges test lehet, ezt a fogalmat késsbb tanuljuk.

Definicié (F3.3.1-3)

Legyen vq ..., vy, € T".

Avi+Xovo+ ...+ AV a v, ..., Vi egy linearis kombinacigja.
A \i,..., A\, ennek a linearis kombinaciénak az egyiitthatoi.

A vi,..., v, vektorok linearisan fiiggetlenek, ha tetszéleges

A, ..., Am € T skalarokra A\jvi + ...+ Amvm = 0 CSAK UGY
teljesiilhet, ha A\ = ... = A\, = 0.

Egyébként a vy, ..., v, € V vektorok linearisan Osszefiiggék.

Trivialis linearis kombinacié: minden egyiitthaté nulla.
Vagyis v, ..., v akkor és csak akkor linearisan fliggetlen,

) )

ha CSAK a trivialis linearis kombinaciéjuk nulla.




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [g] € R? vektorok linearisan Ssszefiiggenek.




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [g] e IR? vektorok linearisan Ssszefiiggenek.

Valéban, 2 E] e




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [g] e IR? vektorok linearisan Ssszefiiggenek.

Valgban, 2 H +(~1) m _




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [g] e IR? vektorok linearisan Ssszefiiggenek.

Valsban, 2 E] +(~1) m _ m L




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E és a [g] e IR? vektorok linearisan Ssszefiiggenek.

o4 ][4




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az [g] és a [g] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

om0 []- 1+ [ [}




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az [g] és a [g] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

w3 ] - [g [ - f




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. eléadas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az [g] és a [g] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

w3 ] - [g [ - f

Az E] és a E] € IR? vektorok linearisan fiiggetlenek.




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. eléadas

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [2] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

w3 ] - [g [ - f

Az E] és a E] € R? vektorok linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

ufls




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. eléadas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [2] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

w3 ] - [g [ - f

Az E] és a E] € R? vektorok linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

]+ 2] -




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. eléadas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [2] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

w3 ] - [g [ - f

Az E] és a E] € R? vektorok linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

ol = 2[5 + = [3]-




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. eléadas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [2] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

w3 ] - [g [ - f

Az [g] és a E] € R? vektorok linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

o == %] = ]+




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. eléadas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [2] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

w3 ] - [g [ - f

Az [g] és a E] € R? vektorok linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

o =B+ 2 ] = ]+ 5] -




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. eléadas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [2] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

w3 ] - [g [ - f

Az [g] és a E] € R? vektorok linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

0 - 2 4 - 2\ 4, - 2A1 + 4\
of = 2 ) e = ]+ [l = [on v




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. eléadas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [2] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

w3 ] - [g [ - f

Az [g] és a E] € R? vektorok linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

0 - 2 4 - 2\ 4, - 2A1 + 4\
of = 2 o]+ g = 5] + vl = [on v

akkor 2\1 +4X> =0




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. eléadas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az E] és a [2] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

w3 ] - [g [ - f

Az [g] és a E] € R? vektorok linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

0 - 2 4 - 2\ 4, - 2A1 + 4\
of = 2 o]+ 5] = o]+ [sv = [on v

akkor 2\ +4X> =0 és 3\; +5\> = 0.




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 3/15

Példak fliggetlenségre

Az [g] és a [g] € R? vektorok linearisan 6sszefiiggenek.

w3 ] - [g [ - f

Az E] és a E] € IR? vektorok linearisan fiiggetlenek.

Valéban, ha

0 - 2 4 - 21 4, - 2A1 + 4

M =M M A M - {3&] - {5&] - {3& +5A2}
akkor 2\1 + 4\, = 0 és 3\; + 5\, = 0. Ezt a homogén linearis
egyenletrendszert megoldva \; = \» = 0.




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 4 /15

Fliggetlenség és egyenletrendszer

A vi...,vy € T" akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen,




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 4 /15

Fliggetlenség és egyenletrendszer

A vi...,vy € T" akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha az
X1vi + ...+ XmVm = 0 homogeén linearis egyenletrendszernek csak
trivialis megoldasa van.




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 4 /15

Fliggetlenség és egyenletrendszer

A vi...,vy € T" akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha az

X1vi + ...+ XmVm = 0 homogeén linearis egyenletrendszernek csak
trivialis megoldasa van. Ezért a fiiggetlenség Gauss-eliminaciéval

eldonthetd:




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 4 /15

Fliggetlenség és egyenletrendszer

A vi...,vy € T" akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha az
X1vi + ...+ XmVm = 0 homogeén linearis egyenletrendszernek csak
trivialis megoldasa van. Ezért a fiiggetlenség Gauss-eliminaciéval
eldonthets: a rendszer akkor fiiggetlen, ha az eliminacié soran nem
keletkezik szabad valtozo,




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 4 /15

Fliggetlenség és egyenletrendszer

A vi...,vy € T" akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha az
X1vi + ...+ XmVm = 0 homogeén linearis egyenletrendszernek csak
trivialis megoldasa van. Ezért a fiiggetlenség Gauss-eliminaciéval
eldonthets: a rendszer akkor fiiggetlen, ha az eliminacié soran nem
keletkezik szabad valtoz6, azaz minden oszlopban van vezéregyes.




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 4 /15

Fliggetlenség és egyenletrendszer

A vi...,vy € T" akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha az
X1vi + ...+ XmVm = 0 homogeén linearis egyenletrendszernek csak
trivialis megoldasa van. Ezért a fiiggetlenség Gauss-eliminaciéval
eldonthets: a rendszer akkor fiiggetlen, ha az eliminacié soran nem
keletkezik szabad valtoz6, azaz minden oszlopban van vezéregyes.

Kovetkezmény (F3.3.4)

Ha m > n, vagyis ha tdbb vektor van, mint a dimenzié,




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 4 /15

Fliggetlenség és egyenletrendszer

A vi...,vy € T" akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha az
X1vi + ...+ XmVm = 0 homogeén linearis egyenletrendszernek csak
trivialis megoldasa van. Ezért a fiiggetlenség Gauss-eliminaciéval
eldonthets: a rendszer akkor fiiggetlen, ha az eliminacié soran nem
keletkezik szabad valtoz6, azaz minden oszlopban van vezéregyes.

Kovetkezmény (F3.3.4)

Ha m > n, vagyis ha tdbb vektor van, mint a dimenzié,
akkor a rendszer 6sszefiiggs.




Fliggetlensé Algebra és szamelmélet 18. el8adas 4 /15
g8 g

Fliggetlenség és egyenletrendszer

A vi...,vy € T" akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha az
X1vi + ...+ XmVm = 0 homogeén linearis egyenletrendszernek csak
trivialis megoldasa van. Ezért a fiiggetlenség Gauss-eliminaciéval
eldonthets: a rendszer akkor fiiggetlen, ha az eliminacié soran nem
keletkezik szabad valtoz6, azaz minden oszlopban van vezéregyes.

Kovetkezmény (F3.3.4)

Ha m > n, vagyis ha tdbb vektor van, mint a dimenzié,
akkor a rendszer Gsszefiiggé. Valéban, mivel minden sorban csak
egy vezéregyes lehet,




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 4 /15

Fliggetlenség és egyenletrendszer

A vi...,vy € T" akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha az
X1vi + ...+ XmVm = 0 homogeén linearis egyenletrendszernek csak
trivialis megoldasa van. Ezért a fiiggetlenség Gauss-eliminaciéval
eldonthets: a rendszer akkor fiiggetlen, ha az eliminacié soran nem
keletkezik szabad valtoz6, azaz minden oszlopban van vezéregyes.

Kovetkezmény (F3.3.4)

Ha m > n, vagyis ha tdbb vektor van, mint a dimenzié,
akkor a rendszer Gsszefiiggé. Valéban, mivel minden sorban csak
egy vezéregyes lehet, lesz olyan oszlop, ahova nem jut. Ol




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 4 /15

Fliggetlenség és egyenletrendszer

A vi...,vy € T" akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha az
X1vi + ...+ XmVm = 0 homogeén linearis egyenletrendszernek csak
trivialis megoldasa van. Ezért a fiiggetlenség Gauss-eliminaciéval
eldonthets: a rendszer akkor fiiggetlen, ha az eliminacié soran nem
keletkezik szabad valtoz6, azaz minden oszlopban van vezéregyes.

Kovetkezmény (F3.3.4)

Ha m > n, vagyis ha tdbb vektor van, mint a dimenzié,
akkor a rendszer Gsszefiiggé. Valéban, mivel minden sorban csak
egy vezéregyes lehet, lesz olyan oszlop, ahova nem jut. Ol

Definicié (F3.3)

v € V linearisan figg vi,. .., Vm-tél,




Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 4 /15

Fliggetlenség és egyenletrendszer

A vi...,vy € T" akkor és csak akkor linearisan fiiggetlen, ha az
X1vi + ...+ XmVm = 0 homogeén linearis egyenletrendszernek csak
trivialis megoldasa van. Ezért a fiiggetlenség Gauss-eliminaciéval
eldonthets: a rendszer akkor fiiggetlen, ha az eliminacié soran nem
keletkezik szabad valtoz6, azaz minden oszlopban van vezéregyes.

Kovetkezmény (F3.3.4)

Ha m > n, vagyis ha tdbb vektor van, mint a dimenzié,
akkor a rendszer Gsszefiiggé. Valéban, mivel minden sorban csak
egy vezéregyes lehet, lesz olyan oszlop, ahova nem jut. Ol

Definicié (F3.3)
v € V linearisan fiigg vi, ..., vp-t8l, ha felirhaté vq,..., vy,
linearis kombinacidjaként.




Fliggetlensé Algebra és szamelmélet 18. el8adas 5/ 15
g8 g

A fluggetlenség elemi tulajdonsagai (F3.3.5)

(1) Fiiggetlen vektorrendszerbél vektorokat elhagyva fiiggetlen
rendszert kapunk.



Fliggetlensé Algebra és szamelmélet 18. el8adas 5/ 15
g8 g

A fluggetlenség elemi tulajdonsagai (F3.3.5)

(1) Fiiggetlen vektorrendszerbél vektorokat elhagyva fiiggetlen
rendszert kapunk. Azaz fiiggetlen rendszer része is fliggetlen.



Fliggetlensé Algebra és szamelmélet 18. el8adas 5/ 15
g8 g

A fluggetlenség elemi tulajdonsagai (F3.3.5)

(1) Fiiggetlen vektorrendszerbél vektorokat elhagyva fiiggetlen
rendszert kapunk. Azaz fiiggetlen rendszer része is fliggetlen.

(2) A {v} egyelemii rendszer pontosan akkor fiiggetlen,



Fliggetlensé Algebra és szamelmélet 18. el8adas 5/ 15
g8 g

A fluggetlenség elemi tulajdonsagai (F3.3.5)

(1) Fiiggetlen vektorrendszerbél vektorokat elhagyva fiiggetlen
rendszert kapunk. Azaz fiiggetlen rendszer része is fliggetlen.

(2) A {v} egyelemii rendszer pontosan akkor fiiggetlen, ha v # 0.



Fliggetlensé Algebra és szamelmélet 18. el8adas 5/ 15
g8 g

A fluggetlenség elemi tulajdonsagai (F3.3.5)

(1) Fiiggetlen vektorrendszerbél vektorokat elhagyva fiiggetlen
rendszert kapunk. Azaz fiiggetlen rendszer része is fliggetlen.

(2) A {v} egyelemii rendszer pontosan akkor fiiggetlen, ha v # 0.
(3) A nullvektort tartalmazé rendszerek sszefiiggék.



Fliggetlensé Algebra és szamelmélet 18. el8adas 5/ 15
g8 g

A fluggetlenség elemi tulajdonsagai (F3.3.5)

(1) Fiiggetlen vektorrendszerbél vektorokat elhagyva fiiggetlen
rendszert kapunk. Azaz fiiggetlen rendszer része is fliggetlen.

(2) A {v} egyelemii rendszer pontosan akkor fiiggetlen, ha v # 0.
(3) A nullvektort tartalmazé rendszerek sszefiiggék.

(4) Két nem nulla vektor akkor és csak akkor sszefiiggd,



Fliggetlensé Algebra és szamelmélet 18. el8adas 5/ 15
g8 g

A fluggetlenség elemi tulajdonsagai (F3.3.5)

(1) Fiiggetlen vektorrendszerbél vektorokat elhagyva fiiggetlen
rendszert kapunk. Azaz fiiggetlen rendszer része is fliggetlen.

(2) A {v} egyelemii rendszer pontosan akkor fiiggetlen, ha v # 0.
(3) A nullvektort tartalmazé rendszerek sszefiiggék.

(4) Két nem nulla vektor akkor és csak akkor sszefiiggd, ha
mindketté a masik skalarszorosa.



Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 5/ 15

A fluggetlenség elemi tulajdonsagai (F3.3.5)

(1) Fiiggetlen vektorrendszerbél vektorokat elhagyva fiiggetlen
rendszert kapunk. Azaz fiiggetlen rendszer része is fliggetlen.

(2) A {v} egyelemii rendszer pontosan akkor fiiggetlen, ha v # 0.
(3) A nullvektort tartalmazé rendszerek sszefiiggék.

(4) Két nem nulla vektor akkor és csak akkor sszefiiggd, ha
mindketté a masik skalarszorosa.

(5) Ha egy rendszerben egy vektor egy masik skalarszorosa,



Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 5/ 15

A fluggetlenség elemi tulajdonsagai (F3.3.5)

(1) Fiiggetlen vektorrendszerbél vektorokat elhagyva fiiggetlen
rendszert kapunk. Azaz fiiggetlen rendszer része is fliggetlen.

(2) A {v} egyelemii rendszer pontosan akkor fiiggetlen, ha v # 0.

(3) A nullvektort tartalmazé rendszerek sszefiiggék.

(4) Két nem nulla vektor akkor és csak akkor sszefiiggd, ha
mindketts a masik skalarszorosa.

(5) Ha egy rendszerben egy vektor egy masik skalarszorosa, akkor
a rendszer Osszefliggé.



Fliggetlenség Algebra és szamelmélet 18. el8adas 5/ 15

A fluggetlenség elemi tulajdonsagai (F3.3.5)

(1) Fiiggetlen vektorrendszerbél vektorokat elhagyva fiiggetlen
rendszert kapunk. Azaz fiiggetlen rendszer része is fliggetlen.

(2) A {v} egyelemii rendszer pontosan akkor fiiggetlen, ha v # 0.
(3) A nullvektort tartalmazé rendszerek sszefiiggék.

(4) Két nem nulla vektor akkor és csak akkor sszefiiggd, ha
mindkettd a masik skalarszorosa.

(5) Ha egy rendszerben egy vektor egy masik skalarszorosa, akkor
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minden vektor csak egyszer szerepelhet.
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mindketté a masik skalarszorosa.
Ha egy rendszerben egy vektor egy masik skalarszorosa, akkor

a rendszer Gsszefiiggd. Specialisan egy fliggetlen rendszerben
minden vektor csak egyszer szerepelhet.

A sik két vektora pontosan akkor linearisan fiiggetlen R folétt,
ha nem parhuzamosak.

A tér harom vektora pontosan akkor linearisan dsszefliggd
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sorokkal végzett eliminacids lépések nem valtoztatjak meg e linearis
egyenletrendszer megoldasainak halmazat. Ezért nem valtozik az
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van-e nemtrivialis megoldas, vagy nincs).
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Rang Algebra és szamelmélet 18. el8adas 8 /15

A bizonyitas folytatasa

Tehat az eliminacié lépéseikor az oszlopok ugyanazon részhalmazai
lesznek fiiggetlenek, mint eredetileg, vagyis az oszloprang tényleg
nem valtozik.

Az eliminacié végén a vezéregyeseket tartalmazé oszlopok nyilvan
fliggetlenek. Ha azonban oszlopok egy halmaza tartalmaz olyat,
ahol nincs vezéregyes, akkor a hozza tartozé egyenletrendszernek
van nemtrivialis megoldasa, hiszen a megfelelé szabad valtozé
helyébe irhatunk nem nulla szdmot. Ezért az eliminacié végén az
oszloprang tényleg ugyanaz, mint a vezéregyesek szama. O]



Rang Algebra és szamelmélet 18. el8adas 8 /15

A bizonyitas folytatasa

Tehat az eliminacié lépéseikor az oszlopok ugyanazon részhalmazai
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fliggetlenek. Ha azonban oszlopok egy halmaza tartalmaz olyat,
ahol nincs vezéregyes, akkor a hozza tartozé egyenletrendszernek
van nemtrivialis megoldasa, hiszen a megfelelé szabad valtozé
helyébe irhatunk nem nulla szdmot. Ezért az eliminacié végén az
oszloprang tényleg ugyanaz, mint a vezéregyesek szama. O]
Az el6z6 tétel gyors algoritmust ad az oszloprang meghatarozasara.
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Egy matrixnak és a transzponaltjanak a rangja megegyezik.
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Legyenek vq, ..., v, egy L matrix sorai, wi, ..., w,, az oszlopai.
Tegyiik fel, hogy \ivi + ...+ A\,v, = 0.
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A Xivi+ ...+ Ay, = 0 feltétel azt jelenti, hogy sl = 0.
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Ezek wy, ..., wpy, és L = [wi, ..., wy,| a megfelel§ részmatrix.
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fliggetlen oszlop) ezért NV minden oszlopa fiigg w1, . ..., w,,-tél.

Indirekt feltevés: m < k. Ekkor L sorai 6sszefiiggenek, mert
T™-ben barmely k > m darab vektor 6sszefligg. De akkor
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Legyen M sorrangja k. Vegyiink ki k fiiggetlen sort, a kapott
részmatrix legyen V.
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Az M matrix determinansrangja r, ha kivalaszthato r sor és r oszlop
agy, hogy a metszéspontjaikban all6é r x r-es matrix determinansa
nem nulla,
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agy, hogy a metszéspontjaikban all6é r x r-es matrix determinansa
nem nulla, de r + 1 sor és oszlop mar nem valaszthaté ki igy.
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agy, hogy a metszéspontjaikban all6é r x r-es matrix determinansa
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Tétel (F3.4.2. Tétel)

Minden matrix determinansrangja egyenl6 a rangjaval.
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Biz.: Gauss-eliminacié.
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Sorrang = oszloprang

Legyen M sorrangja k. Vegyiink ki k fiiggetlen sort, a kapott
részmatrix legyen N. Az el6z6 Kovetkezmény miatt

N oszloprangja legalabb k, igy M oszloprangja is legalabb k (HF).
Belattuk, hogy oszloprang > sorrang. Ezt az M transzponaltjara
alkalmazva a forditott egyenlétlenség adédik. Ol

Az M matrix determinansrangja r, ha kivalaszthato r sor és r oszlop
agy, hogy a metszéspontjaikban all6é r x r-es matrix determinansa
nem nulla, de r + 1 sor és oszlop mar nem valaszthaté ki igy.

Tétel (F3.4.2. Tétel)

Minden matrix determinansrangja egyenl6 a rangjaval.

Biz.: Gauss-eliminaci6. Négyzetes matrixokra det(\V) = det(NT),
igy 4j bizonyitast kapunk a sorrang és oszloprang egyenl&ségére.
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Az M a fenti Mx = b egyenletrendszer matrixa.
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anix1 + apxo + ...+ amxm = b2
aniX1 + amXxo + ...+ anmXm = bn )
dil] d12 ... dim X1 b1
a a ... a X: ) b
anl am2 --- anm Xm b,
Az M a fenti Mx = b egyenletrendszer matrixa.
a1 d12 ... dim b1
a a ... a b o .
[M,b] = |72t 2 2m 221 3 kibévitett matrix.
anl a2 ... anm bn
v
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A tilos sor azt jelenti, hogy [M, b]-ben még egyet karikazhatunk,
vagyis r(M) < r([M, b]).

Akkor és csak akkor egyértelmii a megoldas,

ha M oszlopai linearisan fliggetlenek is. O
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A sorrang és az oszloprang egyenl6sége (F3.4.2).

Linearis egyenletrendszer megoldhatésaganak, és a megoldas
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