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Elgjeles aldeterminansok

Definicié (F1.4.1)
Legyen T = C,R,Q és M = ((ajj)) € T"*" egy n x n-es matrix.
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A kifejtési tétel

Kifejtési tétel (F1.4.2)
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aj1 M1 + anMkz +...+ ajann = 0 minden j = k-ra.

A ferde kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.3)
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A ferde kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.3)

Ha M-et agy fejtjik ki, hogy a j-edik oszlop elemeit szorozzuk
a k-adik oszlop megfelel6 elemeihez tartozé elgjeles
aldeterminansokkal,
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a k-adik oszlop megfelel6 elemeihez tartozé elgjeles
aldeterminansokkal, akkor ez valéjaban annak az N matrixnak
a j-edik oszlop szerinti kifejtése,
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a j-edik oszlop szerinti kifejtése, amelyet Ggy kapunk, hogy
M-ben a k-adik oszlop helyébe
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Ha M-et agy fejtjik ki, hogy a j-edik oszlop elemeit szorozzuk
a k-adik oszlop megfelel6 elemeihez tartozé elgjeles
aldeterminansokkal, akkor ez valéjaban annak az N matrixnak
a j-edik oszlop szerinti kifejtése, amelyet Ggy kapunk, hogy
M-ben a k-adik oszlop helyébe a j-edik oszlopot masoljuk.
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a j-edik oszlop szerinti kifejtése, amelyet Ggy kapunk, hogy
M-ben a k-adik oszlop helyébe a j-edik oszlopot masoljuk.
Mivel N-nek van két egyforma oszlopa,
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és Osszeadjuk, akkor az eredmény nulla lesz.
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Ha M-et agy fejtjik ki, hogy a j-edik oszlop elemeit szorozzuk
a k-adik oszlop megfelel6 elemeihez tartozé elgjeles
aldeterminansokkal, akkor ez valéjaban annak az N matrixnak
a j-edik oszlop szerinti kifejtése, amelyet Ggy kapunk, hogy
M-ben a k-adik oszlop helyébe a j-edik oszlopot masoljuk.

Mivel N-nek van két egyforma oszlopa, a determinansa nulla. O |
a C ., . L .
{b d} = (els6 sor szerint, a masodik sorhoz

tartozé aldeterminansokkal).
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v

b d
tartozé aldeterminansokkal).

{a C} = a(—c) + ca = 0 (els6 sor szerint, a masodik sorhoz
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)

Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,
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Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,
ha det(M) # 0,
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Tétel (F2.2.2, 2.2.3)

Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M—1 = deti 7 (M)
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,
1
ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M~1 = W((Mji)).

Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)

Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M—1 = detlm((/wj,-)).

Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk,
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)

Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M—1 = detlm((/v/j,-)).

Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

1
ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M~ = ——((M5)).
et(M) # r a2 inverz kep oy (M)
Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.

-1
. |a ¢ B
Példa: {b d} =
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

1
ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M~ = ——((M5)).
et(M) # r a2 inverz kep oy (M)
Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.

-1
Példa: {a C} !

b d| ~ ad— bc
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

1
ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M~1 = W((Mji)).
Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.

-1
4. |a ¢ B 1 d —c
Pelda: {b d} ~ ad — bc {—b a}
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Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.

-1
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Bizonyitasvazlat: Ha M~1 létezik, akkor
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transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.
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Bizonyitasvazlat: Ha M~1 létezik, akkor
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

1
ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M~1 = W((Mji)).
Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.

-1
4. |a ¢ B 1 d —c
Pelda: {b d} ~ ad — bc {—b a}

Bizonyitasvazlat: Ha M~1 létezik, akkor
det(M)det(M~1) = det(MM~1) =
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

1
ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M~1 = W((Mj;)).
Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.

-1
4. |a ¢ B 1 d —c
Pelda: [b d} ~ ad — bc {—b a}

Bizonyitasvazlat: Ha M~1 létezik, akkor
det(M) det(M~1) = det(MM~1) = det(E,) =
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

1
ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M~1 = W((Mj;)).
Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.

-1
4. |a ¢ B 1 d —c
Pelda: [b d} ~ ad — bc {—b a}

Bizonyitasvazlat: Ha M~1 létezik, akkor
det(M) det(M~1) = det(MM~1) = det(E,) = 1
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

1
ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M~1 = W((Mj;)).
Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.

-1
4. |a ¢ B 1 d —c
Pelda: [b d} ~ ad — bc {—b a}

Bizonyitasvazlat: Ha M~1 létezik, akkor
det(M) det(M~1) = det(MM~!) = det(E,) = 1, igy det(M) # 0.
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M—1 = deti/w)((/\//j,-)).

Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.

-1
4. |a ¢ B 1 d —c
Pelda: {b d} ~ ad — bc {—b a}

Bizonyitasvazlat: Ha M~1 létezik, akkor

det(M) det(M~1) = det(MM~!) = det(E,) = 1, igy det(M) # 0.
Megforditva: A kifejtési tétel és a ferde kifejtési tétel egyiitt
biztositja,
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M—1 = detim((/wj,-)).

Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.

-1
4. |a ¢ B 1 d —c
Pelda: {b d} ~ ad — bc {—b a}

Bizonyitasvazlat: Ha M~1 létezik, akkor

det(M) det(M~1) = det(MM~!) = det(E,) = 1, igy det(M) # 0.
Megforditva: A kifejtési tétel és a ferde kifejtési tétel egyiitt
biztositja, hogy ha a fenti matrixot (barmelyik sorrendben)

M-mel szorozzuk,
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Az inverz matrix képlete

Tétel (F2.2.2, 2.2.3)
Az M négyzetes matrixnak pontosan akkor van inverze,

ha det(M) # 0, és ekkor az inverz képlete M~ = detiM)((Mji))'

Vagyis vessziik az elGjeles aldeterminansokbdl allé matrixot,
transzponaljuk, és elosztjuk M determinansaval.

-1
4. |a ¢ B 1 d —c
Pelda: {b d} ~ ad — bc {—b a}

Bizonyitasvazlat: Ha M~1 létezik, akkor
det(M) det(M~1) = det(MM~!) = det(E,) = 1, igy det(M) # 0.
Megforditva: A kifejtési tétel és a ferde kifejtési tétel egyiitt
biztositja, hogy ha a fenti matrixot (barmelyik sorrendben)

M-mel szorozzuk, akkor az egységmatrixot kapjuk (HF). Ol




T:C,R,Q és M7N€ Tan.
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Balinverz és jobbinverz

Tétel (F3.5.2)
T=C,R,Qés M,Nc T"™". Ha MN = E,,
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Balinverz és jobbinverz

Tétel (F3.5.2)
T =C,R,Qés M,N € T"*". Ha MN = E,, akkor NM = E,.
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Balinverz és jobbinverz

Tétel (F3.5.2)

T=C/R,Qé M,Ne T"" Ha MN = E,, akkor NM = E,,.
Azaz minden jobbinverz balinverz is.
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Balinverz és jobbinverz

Tétel (F3.5.2)

T=C/R,Qé M,Ne T"" Ha MN = E,, akkor NM = E,,.
Azaz minden jobbinverz balinverz is.

Bizonyitas
Tudjuk, hogy det(M) det(N) = det(MN) = det(E,) = 1.
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Balinverz és jobbinverz

Tétel (F3.5.2)

T=C/R,Qé M,Ne T"" Ha MN = E,, akkor NM = E,,.
Azaz minden jobbinverz balinverz is.

Bizonyitas
Tudjuk, hogy det(M) det(N) = det(MN) = det(E,) = 1.
Ezért det(M) # 0,
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Balinverz és jobbinverz

Tétel (F3.5.2)

T=C/R,Qé M,Ne T"" Ha MN = E,, akkor NM = E,,.
Azaz minden jobbinverz balinverz is.

Bizonyitas

Tudjuk, hogy det(M) det(N) = det(MN) = det(E,) = 1.
Ezért det(M) # 0, és igy az imént bizonyitott tétel miatt
van egy K balinverze:
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Balinverz és jobbinverz

Tétel (F3.5.2)

T=C/R,Qé M,Ne T"" Ha MN = E,, akkor NM = E,,.
Azaz minden jobbinverz balinverz is.

Bizonyitas

Tudjuk, hogy det(M) det(N) = det(MN) = det(E,) = 1.
Ezért det(M) # 0, és igy az imént bizonyitott tétel miatt
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Valéjaban azt igazoltuk, hogy M mindegyik jobbinverze megegyezik

M mindegyik balinverzével.
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V

Valéjaban azt igazoltuk, hogy M mindegyik jobbinverze megegyezik

M mindegyik balinverzével. Igy a kétoldali inverz egyértelmii.
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Ekkor a megoldas pontosan akkor egyértelmd, ha det(M) # 0.
llyenkor nyilvan x = M~'h a megoldas képlete.

Valéban, a Gauss-eliminéciét elvégezve pontosan akkor
egyértelmii a megoldas,
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Tétel (F3.5.2) |

Adott egy Mx = b lineéris egyenletrendszer, melyben
ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen: M € T7*",

Ekkor a megoldas pontosan akkor egyértelmd, ha det(M) # 0.
llyenkor nyilvan x = M~'h a megoldas képlete.

Valéban, a Gauss-eliminéciét elvégezve pontosan akkor
egyértelmii a megoldas, ha minden oszlopban van vezéregyes.
Az M determindnsa pontosan ekkor nem nulla.

Cramer-szabaly (F3.2.1)

Jelélje M; azt a matrixot, amelyet az M-bél Ggy kapunk,
hogy a j-edik oszlop helyére a b oszlopvektort tessziik.
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Egyenletrendszer explicit megoldasa

Tétel (F3.5.2) |

Adott egy Mx = b lineéris egyenletrendszer, melyben
ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen: M € T7*",

Ekkor a megoldas pontosan akkor egyértelmd, ha det(M) # 0.
llyenkor nyilvan x = M~'h a megoldas képlete.

Valéban, a Gauss-eliminéciét elvégezve pontosan akkor
egyértelmii a megoldas, ha minden oszlopban van vezéregyes.
Az M determindnsa pontosan ekkor nem nulla.
Cramer-szabaly (F3.2.1)

Jelélje M; azt a matrixot, amelyet az M-bél Ggy kapunk,
hogy a j-edik oszlop helyére a b oszlopvektort tessziik.

Ha det(M) # 0,
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Egyenletrendszer explicit megoldasa

Tétel (F3.5.2) |

Adott egy Mx = b lineéris egyenletrendszer, melyben
ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen: M € T7*",

Ekkor a megoldas pontosan akkor egyértelmd, ha det(M) # 0.
llyenkor nyilvan x = M~'h a megoldas képlete.

Valéban, a Gauss-eliminéciét elvégezve pontosan akkor
egyértelmii a megoldas, ha minden oszlopban van vezéregyes.
Az M determindnsa pontosan ekkor nem nulla.

Cramer-szabaly (F3.2.1)

Jelélje M; azt a matrixot, amelyet az M-bél Ggy kapunk,
hogy a j-edik oszlop helyére a b oszlopvektort tessziik.

M:
Ha det(M) # 0, akkor a megoldas x; = fiitt((Mj))
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Legyen M = [v1, v»], ekkor My = [b, v»] és My = [vq, b].
Az Mx = b azt jelenti, hogy x1vi + xov» = b (HF). Ezért
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Az els6 oszlopot Gsszegre bontjuk.
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det(M1) = det[x1vi + xova, o] = det[xivi, vo] + det[xava, vo] =
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det[va, vo] = 0, mert a két oszlop egyenlé.
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Legyen M = [v1, v»], ekkor My = [b, v»] és My = [vq, b].

Az Mx = b azt jelenti, hogy x1vi + xov» = b (HF). Ezért
det(M1) = det[x1vi + xova, o] = det[xivi, vo] + det[xava, vo] =
= x1 det[vi, o] + xp det[vy, vo] = xq det[vy, va] = x det(M).
Azaz x; det(M) = det(M,).
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Vandermonde-determinans (F1.5.2)

1 z 212 . 21"71
vV 1 o B .2
(z1,22, ..., zp) = = I (z
. 1<i<j<n
1 9z, z2 ... z'~

Bizonyitas: gyakorlaton.
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A determinans egyértelmiisége

A determinans fogalmat agy épitettiik fel, hogy bizonyos
tulajdonsagokat kivantunk meg.
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A determinans egyértelmiisége

A determinans fogalmat agy épitettiik fel, hogy bizonyos
tulajdonsagokat kivantunk meg. Megmutatjuk, hogy ezekbdl mar
kdvetkezik a determinanst definialé (permutaciés) képlet.
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Legyen T = C, R, Q egyike,
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Legyen T = C, R, Q egyike, és D egy fiiggvény, amely barmely
n darab T"-beli vektorhoz hozzarendeli T egy elemét.
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A determinans fogalmat agy épitettiik fel, hogy bizonyos
tulajdonsagokat kivantunk meg. Megmutatjuk, hogy ezekbdl mar
kdvetkezik a determinanst definialé (permutaciés) képlet.
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(1) Tegyiik fel, hogy D minden véltozéban linearis;

(2) és ha D két valtozéja egyenls, akkor D értéke nulla.

Legyen d = D(e1,...,e,), ahol [er, ... e,] az egységmatrix.
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A determinans egyértelmiisége
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(1) Tegyiik fel, hogy D minden véltozéban linearis;
(2) és ha D két valtozéja egyenls, akkor D értéke nulla.

Legyen d = D(e1,...,e,), ahol [er, ... e,] az egységmatrix.

Ekkor tetszéleges v, .. ., vp € T" esetén

D(vi,...,vp) = ddet[vi,..., v,
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A determinans egyértelmiisége
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Ekkor tetszdleges vi, . . ., Vp € T" esetén

D(vi,...,vp) = ddet[vi,..., v,

Azaz D a determinans-fiiggvény konstansszorosa.
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Azaz D a determinans-fiiggvény konstansszorosa.

A Freud-kdnyvben megtalalhaté a bizonyitas.
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A determinans egyértelmiisége
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tulajdonsagokat kivantunk meg. Megmutatjuk, hogy ezekbdl mar
kdvetkezik a determinanst definialé (permutaciés) képlet.
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Legyen T = C, R, Q egyike, és D egy fiiggvény, amely barmely
n darab T"-beli vektorhoz hozzarendeli T egy elemét.

(1) Tegyiik fel, hogy D minden véltozéban linearis;
(2) és ha D két valtozéja egyenls, akkor D értéke nulla.

Legyen d = D(e1,...,e,), ahol [er, ... e,] az egységmatrix.

Ekkor tetszdleges vi, . . ., Vp € T" esetén
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A Freud-kdnyvben megtalalhaté a bizonyitas. Mi elszor n = 2-re
igazoljuk az allitast.



§:|1 akkor v, = aey . bez

HaV1:|:Z] ésv2:[

(O < <=

«E>»

Q>



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 12 / 16

Bizonyitas

Ha vy = [Z} és v = [2] akkor vi = ae; + bey és vo» = ce; + des.
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Bizonyitas

Ha vy = [Z} és vo» — [2] akkor v = ae; + bey és v» = ce; + des.
A linearitas miatt D(vi,v2) = aD(e1, vo) + bD(ez, va).
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Bizonyitas

Ha vy = [Z} és v = [s] akkor vi = ae; + bey és vo» = ce; + des.

A linearitas miatt D(v1, vo) = aD(e1, v») + bD(es, vo).
A linearitast a masodik valtozéban is hasznalva a kdvetkez6t kapjuk:
D(vi,v2) = acD(e1, e1) + adD(e1, e2) + bcD(ez, e1) + bdD (e, €).
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A linearitast a masodik valtozéban is hasznalva a kdvetkez6t kapjuk:
D(vi,v2) = acD(e1, e1) + adD(e1, e2) + bcD(ez, e1) + bdD (e, €).
De (2) miatt D(ej,e1) =0 = D(ez, &),
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Bizonyitas

Ha vy = [Z} és v = LC!] akkor vi = ae; + bey és vo» = ce; + des.

A linearitas miatt D(v1, vo) = aD(e1, v») + bD(es, vo).

A linearitast a masodik valtozéban is hasznalva a kdvetkez6t kapjuk:
D(vi,v2) = acD(e1, e1) + adD(e1, e2) + bcD(ez, e1) + bdD (e, €).
De (2) miatt D(ej,e1) =0 = D(ez, e2), masrészt korabban lattuk,
hogy D a valtozok cseréjénél elgjelet valt: D(ey, e1) = —D(er, &).
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Bizonyitas
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hogy D a valtozok cseréjénél elgjelet valt: D(ey, e1) = —D(er, &).
Igy D(vi,v2) = acD(ey, &) — bdD(ey, &)
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Bizonyitas

Ha vy = [Z} és v = [s] akkor vi = ae; + bey és vo» = ce; + des.

A linearitas miatt D(v1, vo) = aD(e1, v») + bD(es, vo).

A linearitast a masodik valtozéban is hasznalva a kdvetkez6t kapjuk:
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hogy D a valtozok cseréjénél elgjelet valt: D(ey, e1) = —D(er, &).

fgy D(Vl, V2) = acD(el, 62) — bdD(el, 62) = det[vl./ V2]d. L]
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fgy D(Vl, V2) = acD(el, 62) — bdD(el, 62) = det[vl./ V2]d. L]

Az 3ltalanos esetben D(vy, ..., v,) egy olyan dsszegre bomlik,

amelynek tagjai ar(1)1 - .- ar(n),nD(€r(1), - -, €r(n)) alakiak.
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hogy D a valtozok cseréjénél elgjelet valt: D(ey, e1) = —D(er, &).

fgy D(Vl, V2) = acD(el, 62) — bdD(el, 62) = det[v17 V2]d. L]

Az 3ltalanos esetben D(vy, ..., v,) egy olyan dsszegre bomlik,

amelynek tagjai ar(1)1 - .- ar(n),nD(€r(1), - -, €r(n)) alakiak.
Ha f nem permutacidja az indexeknek, akkor nullat kapunk.
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A linearitas miatt D(vi,v2) = aD(e1, vo) + bD(ez, va).

A linearitast a masodik valtozéban is hasznalva a kdvetkez6t kapjuk:
D(vi,vo) = acD(e1, e1) + adD(e1, &) + becD(ey, 1) + bdD( e, €).
De (2) miatt D(ej,e1) =0 = D(ez, e2), masrészt korabban lattuk,

hogy D a valtozok cseréjénél elgjelet valt: D(ey, e1) = —D(er, &).

fgy D(Vl, V2) = acD(el, 62) — bdD(el, 62) = det[v17 V2]d. L]

amelynek tagjai ar(1)1 - .- ar(n),nD(€r(1), - -, €r(n)) alakiak.
Ha f nem permutacidja az indexeknek, akkor nullat kapunk.
Ha igen akkor  inverzidinak megfelelé cseréket végrehajtva
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Bizonyitas

Ha vy = [Z} és vo» — LCJ akkor v = ae; + bey és v» = ce; + des.

A linearitas miatt D(vi,v2) = aD(e1, vo) + bD(ez, va).

A linearitast a masodik valtozéban is hasznalva a kdvetkez6t kapjuk:
D(vi,vo) = acD(e1, e1) + adD(e1, &) + becD(ey, 1) + bdD( e, €).
De (2) miatt D(ej,e1) =0 = D(ez, e2), masrészt korabban lattuk,

hogy D a valtozok cseréjénél elgjelet valt: D(ey, e1) = —D(er, &).

fgy D(Vl, V2) = acD(el, 62) — bdD(el, 62) = det[v17 V2]d. L]

amelynek tagjai ar(1)1 - .- ar(n),nD(€r(1), - -, €r(n)) alakiak.

Ha f nem permutacidja az indexeknek, akkor nullat kapunk.

Ha igen akkor  inverzidinak megfelelé cseréket végrehajtva
sg(f)D(e1, ..., en) lesz af(1)1 - - - af(n),n-nel szorozva.

Ezért az eredmény det[vy, ..., v,] d. O
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A szorzastétel bizonyitasa

Allitas
Ha M € T"*", akkor det[Mvi, ..., Mv,] = det(M)det[v, ..., vy].




A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 13 / 16

A szorzastétel bizonyitasa

Allitas

Ha M € T"*", akkor det[Mvi, ..., Mv,] = det(M)det[v, ..., vy].
Szemléletesen: az oszlopok M-mel szorzasa det(M)-szeresére
valtoztatja a determinanst.
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A szorzastétel bizonyitasa

Allitas
Ha M € T"*", akkor det[Mvi, ..., Mv,] = det(M)det[v, ..., vy].

Szemléletesen: az oszlopok M-mel szorzasa det(M)-szeresére
valtoztatja a determinanst.

Valéban, a Dyj(vi, ..., v,) = det[Mvy, ..., Mv,]| fiiggvényre
Dy(vi, ..., vn) = Dpler, ... e,)det[v, ..., v,] teljesiil az iménti
tétel miatt.



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 13 / 16

A szorzastétel bizonyitasa

Allitas
Ha M € T"*", akkor det[Mvi, ..., Mv,] = det(M)det[v, ..., vy].

Szemléletesen: az oszlopok M-mel szorzasa det(M)-szeresére
valtoztatja a determinanst.

Valéban, a Dyj(vi, ..., v,) = det[Mvy, ..., Mv,]| fiiggvényre
Dy(vi, ..., vn) = Dpler, ... e,)det[v, ..., v,] teljesiil az iménti
tétel miatt. De Dy(eq, ..., e,) = det(M), mert a matrixszorzas

definiciéja miatt Me; az M matrix i-edik oszlopa. Ol



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 13 / 16

A szorzastétel bizonyitasa

Allitas
Ha M € T"*", akkor det[Mvi, ..., Mv,] = det(M)det[v, ..., vy].

Szemléletesen: az oszlopok M-mel szorzasa det(M)-szeresére
valtoztatja a determinanst.

Dy(vi, ..., vn) = Dpler, ... e,)det[v, ..., v,] teljesiil az iménti
tétel miatt. De Dy(eq, ..., e,) = det(M), mert a matrixszorzas
definiciéja miatt Me; az M matrix i-edik oszlopa. Ol

Legyen M, N € T"*". Ekkor a fenti allitas miatt
det[MNey, ..., MNe,] = det(MN) det[ey, . . ., ep] = det(MN).



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 13 / 16

A szorzastétel bizonyitasa

Allitas
Ha M € T"*", akkor det[Mvi, ..., Mv,] = det(M)det[v, ..., vy].

Szemléletesen: az oszlopok M-mel szorzasa det(M)-szeresére
valtoztatja a determinanst.

Dy(vi, ..., vn) = Dpler, ... e,)det[v, ..., v,] teljesiil az iménti
tétel miatt. De Dy(eq, ..., e,) = det(M), mert a matrixszorzas
definiciéja miatt Me; az M matrix i-edik oszlopa. Ol

Legyen M, N € T"*". Ekkor a fenti allitas miatt
det[MNey, ..., MNe,] = det(MN) det[ey, . . ., ep] = det(MN).

Masrészt det[MNey, ..., MNe,] = det[M(Ney), ..., M(Ne,)],



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 13 / 16

A szorzastétel bizonyitasa

Allitas
Ha M € T"*", akkor det[Mvi, ..., Mv,] = det(M)det[v, ..., vy].

Szemléletesen: az oszlopok M-mel szorzasa det(M)-szeresére
valtoztatja a determinanst.

Dy(vi, ..., vn) = Dpler, ... e,)det[v, ..., v,] teljesiil az iménti
tétel miatt. De Dy(eq, ..., e,) = det(M), mert a matrixszorzas
definiciéja miatt Me; az M matrix i-edik oszlopa. Ol

Legyen M, N € T"*". Ekkor a fenti allitas miatt
det[MNey, ..., MNe,| = det(MN) det[ey, .. ., e,] = det(MN).

Masrészt det[MNey, ..., MNe,] = det[M(Ney), ..., M(Ne,)],
ami det(M) det[Ney, ..., Nep]



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 13 / 16

A szorzastétel bizonyitasa

Allitas
Ha M € T"*", akkor det[Mvi, ..., Mv,] = det(M)det[v, ..., vy].

Szemléletesen: az oszlopok M-mel szorzasa det(M)-szeresére
valtoztatja a determinanst.

Dy(vi, ..., vn) = Dpler, ... e,)det[v, ..., v,] teljesiil az iménti
tétel miatt. De Dy(eq, ..., e,) = det(M), mert a matrixszorzas
definiciéja miatt Me; az M matrix i-edik oszlopa. Ol

Legyen M, N € T"*". Ekkor a fenti allitas miatt

det[MNey, ..., MNe,] = det(MN) det[ey, . .., e5] = det(MN).
Masrészt det[MNey, ..., MNe,] = det[M(Ney), ..., M(Ne,)],

ami det(M) det[Ney, . .., Ne,] = det(M) det(N). O



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 13 / 16

A szorzastétel bizonyitasa

Allitas
Ha M € T"*", akkor det[Mvi, ..., Mv,] = det(M)det[v, ..., vy].

Szemléletesen: az oszlopok M-mel szorzasa det(M)-szeresére
valtoztatja a determinanst.

Dy(vi, ..., vn) = Dpler, ... e,)det[v, ..., v,] teljesiil az iménti
tétel miatt. De Dy(eq, ..., e,) = det(M), mert a matrixszorzas
definiciéja miatt Me; az M matrix i-edik oszlopa. Ol

Legyen M, N € T"*". Ekkor a fenti allitas miatt
det[MNey, ..., MNe,| = det(MN) det[ey, .. ., e,] = det(MN).

Masrészt det[MNey, ..., MNe,] = det[M(Ney), ..., M(Ne,)],
ami det(M) det[Ney, . .., Ne,] = det(M) det(N). O

Az N = [v1,...,v,]-re is alkalmazhattuk volna az Allitast,



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 13 / 16

A szorzastétel bizonyitasa

Allitas
Ha M € T"*", akkor det[Mvi, ..., Mv,] = det(M)det[v, ..., vy].

Szemléletesen: az oszlopok M-mel szorzasa det(M)-szeresére
valtoztatja a determinanst.

Valdban, a Dy(vi, ..., v,) =det[Mvq, ..., My, fliggvényre

Dy(vi, ..., vn) = Dpler, ... e,)det[v, ..., v,] teljesiil az iménti
tétel miatt. De Dy(eq, ..., e,) = det(M), mert a matrixszorzas
definiciéja miatt Me; az M matrix i-edik oszlopa. Ol

Legyen M, N € T"*". Ekkor a fenti allitas miatt
det[MNey, ..., MNe,| = det(MN) det[ey, .. ., e,] = det(MN).

Masrészt det[MNey, ..., MNe,] = det[M(Ney), ..., M(Ne,)],
ami det(M) det[Ney, . .., Ne,] = det(M) det(N). O

Az N = [v1,...,v,]-re is alkalmazhattuk volna az Allitast, de akkor
meg kell gondolni, hogy Mv; az MN szorzatmatrix i-edik oszlopa.



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 14 / 16

Geometriai hattér

Az eddigiek szemléletesebbek és érthet6bbek, ha a geometriai
vonatkozasokat megeértjiik.
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Az ajg M1 + aipMip + ...+ a;, M, kifejezés egy szamot ad,
ami M = [vi, ..., v,| oszlopainak komponenseibél kiszamithato,
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aj1 is, és j > 2 esetén Mj; is c-vel szorzédik, tehat az osszeg is.
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Az ajg M1 + aipMip + ...+ a;, M, kifejezés egy szamot ad,
ami M = [vy,

az iménti tétel szerint elég belatni az (1) és (2) tulajdonsagokat,
tovabba, hogy az egységmatrixon az értéke 1.

Utdbbi nyilvanval6. Ha az elsé oszlopot megszorozzuk c-vel, akkor
aj1 is, és j > 2 esetén Mj; is c-vel szorzédik, tehat az osszeg is.
Hasonlé a gondolatmenet &sszegre bontés esetén is.
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Az ajg M1 + aipMip + ...+ a;, M, kifejezés egy szamot ad,

ami M = [vi, ..., v,| oszlopainak komponenseibdl kiszamithatg,
jeldljik ezt D(v1, ..., v,)-nel. Ahhoz, hogy ez det(/M)-mel egyenld,
az iménti tétel szerint elég belatni az (1) és (2) tulajdonsagokat,
tovabba, hogy az egységmatrixon az értéke 1.

Utdbbi nyilvanval6. Ha az elsé oszlopot megszorozzuk c-vel, akkor
aj1 is, és j > 2 esetén Mj; is c-vel szorzédik, tehat az osszeg is.
Hasonlé a gondolatmenet &sszegre bontés esetén is.

Tegyiik fel, hogy az j-edik és a k-adik oszlop egyenls.



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 15 / 16

A kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.2)

Az ajg M1 + aipMip + ...+ a;, M, kifejezés egy szamot ad,

ami M = [vi, ..., v,| oszlopainak komponenseibdl kiszamithatg,
jeldljik ezt D(v1, ..., v,)-nel. Ahhoz, hogy ez det(/M)-mel egyenld,
az iménti tétel szerint elég belatni az (1) és (2) tulajdonsagokat,
tovabba, hogy az egységmatrixon az értéke 1.

Utdbbi nyilvanval6. Ha az elsé oszlopot megszorozzuk c-vel, akkor
aj1 is, és j > 2 esetén Mj; is c-vel szorzédik, tehat az osszeg is.
Hasonlé a gondolatmenet &sszegre bontés esetén is.

Tegyiik fel, hogy az j-edik és a k-adik oszlop egyenl6. A tdbbi

oszlophoz tartozé aldetermindnsokban van két egyenl oszlop,



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 15 / 16

A kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.2)

Az ajg M1 + aipMip + ...+ a;, M, kifejezés egy szamot ad,

ami M = [vi, ..., v,| oszlopainak komponenseibdl kiszamithatg,
jeldljik ezt D(v1, ..., v,)-nel. Ahhoz, hogy ez det(/M)-mel egyenld,
az iménti tétel szerint elég belatni az (1) és (2) tulajdonsagokat,
tovabba, hogy az egységmatrixon az értéke 1.

Utdbbi nyilvanval6. Ha az elsé oszlopot megszorozzuk c-vel, akkor
aj1 is, és j > 2 esetén Mj; is c-vel szorzédik, tehat az osszeg is.
Hasonlé a gondolatmenet &sszegre bontés esetén is.

Tegyiik fel, hogy az j-edik és a k-adik oszlop egyenl6. A tdbbi
oszlophoz tartozé aldetermindnsokban van két egyenl oszlop,
azok értéke nulla.



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 15 / 16

A kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.2)

Az ajg M1 + aipMip + ...+ a;, M, kifejezés egy szamot ad,

ami M = [vi, ..., v,| oszlopainak komponenseibdl kiszamithatg,
jeldljik ezt D(v1, ..., v,)-nel. Ahhoz, hogy ez det(/M)-mel egyenld,
az iménti tétel szerint elég belatni az (1) és (2) tulajdonsagokat,
tovabba, hogy az egységmatrixon az értéke 1.

Utdbbi nyilvanval6. Ha az elsé oszlopot megszorozzuk c-vel, akkor
aj1 is, és j > 2 esetén Mj; is c-vel szorzédik, tehat az osszeg is.
Hasonlé a gondolatmenet &sszegre bontés esetén is.

Tegyiik fel, hogy az j-edik és a k-adik oszlop egyenl6. A tdbbi
oszlophoz tartozé aldetermindnsokban van két egyenl oszlop,
azok értéke nulla. Tovébba aj; = aj, tehat elég megmutatni,

hogy Mj; = —Mi.



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 15 / 16

A kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.2)

Az ajg M1 + aipMip + ...+ a;, M, kifejezés egy szamot ad,

ami M = [vi, ..., v,| oszlopainak komponenseibdl kiszamithatg,
jeldljik ezt D(v1, ..., v,)-nel. Ahhoz, hogy ez det(/M)-mel egyenld,
az iménti tétel szerint elég belatni az (1) és (2) tulajdonsagokat,
tovabba, hogy az egységmatrixon az értéke 1.

Utdbbi nyilvanval6. Ha az elsé oszlopot megszorozzuk c-vel, akkor
aj1 is, és j > 2 esetén Mj; is c-vel szorzédik, tehat az osszeg is.
Hasonlé a gondolatmenet &sszegre bontés esetén is.

Tegyiik fel, hogy az j-edik és a k-adik oszlop egyenl6. A tdbbi
oszlophoz tartozé aldetermindnsokban van két egyenl oszlop,
azok értéke nulla. Tovébba aj; = aj, tehat elég megmutatni,

hogy Mj; = —Mj. Feltehets, hogy j < k.



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 15 / 16

A kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.2)

Az ajg M1 + aipMip + ...+ a;, M, kifejezés egy szamot ad,

ami M = [vi, ..., v,| oszlopainak komponenseibdl kiszamithatg,
jeldljik ezt D(v1, ..., v,)-nel. Ahhoz, hogy ez det(/M)-mel egyenld,
az iménti tétel szerint elég belatni az (1) és (2) tulajdonsagokat,
tovabba, hogy az egységmatrixon az értéke 1.

Utdbbi nyilvanval6. Ha az elsé oszlopot megszorozzuk c-vel, akkor
aj1 is, és j > 2 esetén Mj; is c-vel szorzédik, tehat az osszeg is.
Hasonlé a gondolatmenet &sszegre bontés esetén is.

Tegyiik fel, hogy az j-edik és a k-adik oszlop egyenl6. A tdbbi
oszlophoz tartozé aldetermindnsokban van két egyenl oszlop,
azok értéke nulla. Tovébba aj; = aj, tehat elég megmutatni,

hogy Mj; = —Mj. Feltehets, hogy j < k.

Az M;; determinansban az eredeti matrix k-adik oszlopa szerepel.



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 15 / 16

A kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.2)

Az ajg M1 + aipMip + ...+ a;, M, kifejezés egy szamot ad,

ami M = [vi, ..., v,| oszlopainak komponenseibdl kiszamithatg,
jeldljik ezt D(v1, ..., v,)-nel. Ahhoz, hogy ez det(/M)-mel egyenld,
az iménti tétel szerint elég belatni az (1) és (2) tulajdonsagokat,
tovabba, hogy az egységmatrixon az értéke 1.

Utdbbi nyilvanval6. Ha az elsé oszlopot megszorozzuk c-vel, akkor
aj1 is, és j > 2 esetén Mj; is c-vel szorzédik, tehat az osszeg is.
Hasonlé a gondolatmenet &sszegre bontés esetén is.

Tegyiik fel, hogy az j-edik és a k-adik oszlop egyenl6. A tdbbi
oszlophoz tartozé aldetermindnsokban van két egyenl oszlop,
azok értéke nulla. Tovébba aj; = aj, tehat elég megmutatni,

hogy Mj; = —Mj. Feltehets, hogy j < k.

Az M;; determinansban az eredeti matrix k-adik oszlopa szerepel.
ha ezt sorban kicseréljiik a téle balra levé k — j — 1 oszloppal,
akkor M;.-t kapjuk.



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 15 / 16

A kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.2)

Az ajg M1 + aipMip + ...+ a;, M, kifejezés egy szamot ad,

ami M = [vi, ..., v,| oszlopainak komponenseibdl kiszamithatg,
jeldljik ezt D(v1, ..., v,)-nel. Ahhoz, hogy ez det(/M)-mel egyenld,
az iménti tétel szerint elég belatni az (1) és (2) tulajdonsagokat,
tovabba, hogy az egységmatrixon az értéke 1.

Utdbbi nyilvanval6. Ha az elsé oszlopot megszorozzuk c-vel, akkor
aj1 is, és j > 2 esetén Mj; is c-vel szorzédik, tehat az osszeg is.
Hasonlé a gondolatmenet &sszegre bontés esetén is.

Tegyiik fel, hogy az j-edik és a k-adik oszlop egyenl6. A tdbbi
oszlophoz tartozé aldetermindnsokban van két egyenl oszlop,
azok értéke nulla. Tovébba aj; = aj, tehat elég megmutatni,

hogy Mj; = —Mj. Feltehets, hogy j < k.

Az M;; determinansban az eredeti matrix k-adik oszlopa szerepel.

ha ezt sorban kicseréljiik a téle balra levé k — j — 1 oszloppal,
akkor M-t kapjuk. Ekkor a determinéns (—1)*~/~!-nel szorzédik.



A determinans, mint mérték Algebra és szamelmélet 17. eléadas 15 / 16

A kifejtési tétel bizonyitasa (F1.4.2)

Az ajg M1 + aipMip + ...+ a;, M, kifejezés egy szamot ad,

ami M = [vi, ..., v,| oszlopainak komponenseibdl kiszamithatg,
jeldljik ezt D(v1, ..., v,)-nel. Ahhoz, hogy ez det(/M)-mel egyenld,
az iménti tétel szerint elég belatni az (1) és (2) tulajdonsagokat,
tovabba, hogy az egységmatrixon az értéke 1.

Utdbbi nyilvanval6. Ha az elsé oszlopot megszorozzuk c-vel, akkor
aj1 is, és j > 2 esetén Mj; is c-vel szorzédik, tehat az osszeg is.
Hasonlé a gondolatmenet &sszegre bontés esetén is.

Tegyiik fel, hogy az j-edik és a k-adik oszlop egyenl6. A tdbbi
oszlophoz tartozé aldetermindnsokban van két egyenl oszlop,
azok értéke nulla. Tovébba aj; = aj, tehat elég megmutatni,

hogy Mj; = —Mj. Feltehets, hogy j < k.

Az M;; determinansban az eredeti matrix k-adik oszlopa szerepel.
ha ezt sorban kicseréljiik a téle balra levé k — j — 1 oszloppal,
akkor M-t kapjuk. Ekkor a determinéns (—1)*~/~!-nel szorzédik.

De ezt pont kompenzilja a sakktabla-elgjel. O
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A 17. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak
Eléjeles aldeterminans (F1.4.1). J
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Szorzat determinansa.
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