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A 2 x 2-es matrix determinansa

Definicié
a C

Hal\/l—[b d

], akkor az M determinansa.
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A 2 x 2-es matrix determinansa

Definicié
a C

Hal\/l—[b d

], akkor det(M) = ad — bc az M determinansa.
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A 2 x 2-es matrix determinansa

Definici6

Ha M = [Z ;] akkor det(M) = ad — bc az M determinansa.
Lemma

det(MN) = det(M) det(N).
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A 2 x 2-es matrix determinansa

Definici6
Ha M = [Z ;] akkor det(M) = ad — bc az M determinansa.
Lemma

det(MN) = det(M) det(N).

Bizonyitas

a ¢
i= 3l
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A 2 x 2-es matrix determinansa

Definici6
Ha M = [Z ;] akkor det(M) = ad — bc az M determinansa.
Lemma

det(MN) = det(M) det(N).

Bizonyitas

a ¢ a ¢
w=s dn=ly 5
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A 2 x 2-es matrix determinansa

Definici6
Ha M = [Z ;] akkor det(M) = ad — bc az M determinansa.
Lemma

det(MN) = det(M) det(N).

Bizonyitas

la ¢ _|d L _|ad + b ac’ + cd
M_[b d}'\’—[b' d'}MN—{baurdb' be' + dd’|
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A 2 x 2-es matrix determinansa

Definici6
Ha M = [Z ;] akkor det(M) = ad — bc az M determinansa.
Lemma

det(MN) = det(M) det(N).

Bizonyitas

la ¢ _|d L _|ad + b ac’ + cd
M= [b d} N= [b’ d’}' N = [ba’erb’ be' + dd’|
det(MN) = (ad’ + cb’)(bc’ + dd’)
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A 2 x 2-es matrix determinansa

Definici6
Ha M = [Z ;] akkor det(M) = ad — bc az M determinansa.
Lemma

det(MN) = det(M) det(N).
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Bizonyitas

la ¢ _|d L _|ad + b ac’ + cd
M= [b d} N= [b’ d’}' N = [ba’erb’ be' + dd’|
det(MN) = (aad’ + cb')(bc’ + dd’) — (ac’ + cd’)(ba' + db').
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A 2 x 2-es matrix determinansa

Definici6
Ha M = [Z ;] akkor det(M) = ad — bc az M determinansa.
Lemma

det(MN) = det(M) det(N).

2/16

Bizonyitas

la ¢ _|d L _|ad + b ac’ + cd
M= [b d} N= [b’ d’}' N = [ba’erb’ be' + dd’|
det(MN) = (aad’ + cb')(bc’ + dd’) — (ac’ + cd’)(ba' + db').
det(M) det(N) = (ad — bc)
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A 2 x 2-es matrix determinansa

Definici6
Ha M = [Z ;] akkor det(M) = ad — bc az M determinansa.
Lemma

det(MN) = det(M) det(N).
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Bizonyitas

la ¢ _|d L _|ad + b ac’ + cd
M= [b d} N= [b’ d’}' N = [ba’erb’ b’ + dd'|°
det(MN) = (aad’ + cb')(bc’ + dd’) — (ac’ + cd’)(ba' + db').
det(M) det(N) = (ad — bc)(a'd" — b'c’).
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A 2 x 2-es matrix determinansa

Definici6
Ha M = [Z ;] akkor det(M) = ad — bc az M determinansa.
Lemma

det(MN) = det(M) det(N).

Bizonyitas

la ¢ _|d L _|ad + b ac’ + cd
M= [b d} N= [b’ d’}' N = [ba’erb’ b’ + dd'|°
det(MN) = (aad’ + cb')(bc’ + dd’) — (ac’ + cd’)(ba' + db').
det(M) det(N) = (ad — bc)(a'd" — b'c’).
HF: Mindketté aa’dd’ — ac’db’ — cd’ba’ + cb’bc’.
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

a ¢

: 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M= {b d] inverze d—be [—b a]'
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

Ha ad — bc # 0, akkor M—{

a c|. 1 d —c
b d| ™ ad—bc |-b a]

Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0,
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

a ¢

. 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M= {b d] inverze d—be [—b a]'
Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

a c|. 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M= {b d] mverzead_bc[_b a]'

Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

El6z6 lemma: det(MN) = det(M) det(N). J
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

a ¢

: 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M= {b d] inverze d—be [—b a]'

Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

El6z6 lemma: det(MN) = det(M) det(N). J

A tétel bizonyitasanak befejezése

Tegyiik fol, hogy M-nek van inverze:
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

a ¢

: 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M= {b d] inverze d—be [—b a]'

Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

El6z6 lemma: det(MN) = det(M) det(N). J

A tétel bizonyitasanak befejezése
Tegyiik fol, hogy M-nek van inverze: MN = E,.
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban
a c|. 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M= {b d] inverze d—be [—b a]'

Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

El6z6 lemma: det(MN) = det(M) det(N). J

A tétel bizonyitasanak befejezése

Tegyiik fol, hogy M-nek van inverze: MN = E,.
Ekkor a lemma miatt det(M) det(N) = det(Ey).
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

a c|. 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M{b d] mverzead_bc[_b a]'

Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

El6z6 lemma: det(MN) = det(M) det(N). J

A tétel bizonyitasanak befejezése

Tegyiik fol, hogy M-nek van inverze: MN = E,.
Ekkor a lemma miatt det(M) det(N) = det(Ey).

10
£ = {0 1]'
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

a c|. 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M{b d] mverzead_bc[_b a]'

Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

El6z6 lemma: det(MN) = det(M) det(N). J

A tétel bizonyitasanak befejezése

Tegyiik fol, hogy M-nek van inverze: MN = E,.
Ekkor a lemma miatt det(M) det(N) = det(Ey).

E, = B (1)] ennek determinéansa
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

a c|. 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M{b d] mverzead_bc[_b a]'

Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

El6z6 lemma: det(MN) = det(M) det(N). J

A tétel bizonyitasanak befejezése

Tegyiik fol, hogy M-nek van inverze: MN = E,.
Ekkor a lemma miatt det(M) det(N) = det(Ey).

E, = B (1)] ennek determindnsa l-1 —0-0
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

a c|. 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M{b d] mverzead_bc[_b a]'

Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

El6z6 lemma: det(MN) = det(M) det(N). J

A tétel bizonyitasanak befejezése

Tegyiik fol, hogy M-nek van inverze: MN = E,.
Ekkor a lemma miatt det(M) det(N) = det(Ey).

E, = B (1)] ennek determindnsa l-1 —-0-0=1
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

a c|. 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M{b d] mverzead_bc[_b a]'

Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

El6z6 lemma: det(MN) = det(M) det(N). J

A tétel bizonyitasanak befejezése

Tegyiik fol, hogy M-nek van inverze: MN = E,.
Ekkor a lemma miatt det(M) det(N) = det(Ey).

E, = B (1)] ennek determindnsa 1-1—0-0=1#0.
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Amikor nincs inverz

Lattuk koradbban

a ¢

: 1 d —c
Ha ad — bc # 0, akkor M= {b d] inverze d—be [—b a]'

Allitas: Ha det(M) = ad — bc = 0, akkor M-nek nincs inverze.

El6z6 lemma: det(MN) = det(M) det(N). J

A tétel bizonyitasanak befejezése

Tegyiik fol, hogy M-nek van inverze: MN = E,.
Ekkor a lemma miatt det(M) det(N) = det(Ey).

E, = B (1)] ennek determindnsa 1-1—0-0=1#0.

Ezért det(M) sem lehet nulla. O
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A determinans linearis

Allitas

at+a c|
d“L+H A—
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A determinans linearis

Allitas
at+a c| G
det [b—l—b’ d} = det [b d] aF
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A determinans linearis

Allitas

at+ad c| a
det[b—l—b’ d}_det[b

c
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A kétszer kettes determinéans

A determinans linearis

Allitas
at+ad c|
det [b—l—b’ d} = det[

Aa ¢
det[)\b d]:
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ac+dta’c
b d ly d|
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A determinans linearis

Allitas
at+ad c| a c a ¢
det [b—l—b’ d} = det [b d] + det {b/ d]

Aa ¢ a ¢
det[)\b d]:)\det[b d}
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A determinans linearis

Allitas
at+ad c| a c a ¢
det [b+b’ d} = det [b d] + det {b/ d}
Aa ¢ a c¢ . ,
det [)\b d] = Mdet [b d} minden \ skalarra.
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A determinans linearis

Allitas
at+ad c| a c a ¢
det [b+b’ d} = det {b d} + det {b/ d}
Aa ¢ a c¢ . ,
det [)\b d] = \det [b d} minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
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A determinans linearis

Allitas
at+ad c| a c a ¢
det [b+b’ d} = det {b d} + det {b/ d}

det BZ ;] = \det [Z CCJ minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
(Gsszegtarto,
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A determinans linearis

Allitas
at+ad c| a c a ¢
det [ber’ d} = det {b d} + det {b/ d}

det BZ ;} = \det [Z 2} minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
(Gsszegtarto, és skalarszoros-tart6).
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A determinans linearis

Allitas
at+ad c| a c a ¢
det [b+b’ d} = det {b d} + det {b/ d}

det BZ ;} = \det [Z 2} minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
(Gsszegtarto, és skalarszoros-tarté). Ez a két tulajdonsag
a masodik oszlopra,
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A determinans linearis

Allitas
at+ad c| a c a ¢
det [b+b’ d} = det {b d} + det {b/ d}

det BZ ;} = \det [Z 2} minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
(Gsszegtarto, és skalarszoros-tarté). Ez a két tulajdonsag
a masodik oszlopra, és mindkét sorra is érvényes.




A kétszer kettes determinéans Algebra és szamelmélet 14. eldadas 4 /16

A determinans linearis

Allitas
at+ad c| a c a ¢
det [b+b’ d} = det {b d} + det {b/ d}

det BZ ;} = \det [Z 2} minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis

(Gsszegtarto, és skalarszoros-tarté). Ez a két tulajdonsag
a masodik oszlopra, és mindkét sorra is érvényes.

Bizonyitas

/
778 ] erteke
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A determinans linearis

Allitas
at+ad c| a c a ¢
det [b+b’ d} = det {b d} + det {b/ d}

det BZ ;} = \det [Z 2} minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
(Gsszegtarto, és skalarszoros-tarté). Ez a két tulajdonsag
a masodik oszlopra, és mindkét sorra is érvényes.

Bizonyitas
/
778 ] erteke

(a+a)d— (b+b)e,
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A determinans linearis

Allitas
at+ad c| a c a ¢
det [b+b’ d} = det {b d} + det {b/ d}

det BZ ;} = \det [Z 2} minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
(Gsszegtarto, és skalarszoros-tarté). Ez a két tulajdonsag
a masodik oszlopra, és mindkét sorra is érvényes.

Bizonyitas
at+a c|, a ¢ _
det [b Ly d} és det [b d} + értéke

(a+a)d— (b+b)e,
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A determinans linearis

Allitas
at+ad c| a c a ¢
det [b+b’ d} = det {b d} + det {b/ d}

Ab d b d
Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
(Gsszegtarto, és skalarszoros-tarté). Ez a két tulajdonsag
a masodik oszlopra, és mindkét sorra is érvényes.

det [/\a C} = \det [a C} minden \ skalarra.

Bizonyitas
at+a c|, a ¢ _
det [b Ly d} és det [b d} + értéke

(a+a')d — (b+ b)c, illetve (ad — bc) +
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A determinans linearis

Allitas
at+a c| "¢
det [b+b’ d} dt{b d:|+dt{b, d}

det BZ ;} = \det [b d} minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
(Gsszegtarto, és skalarszoros-tarté). Ez a két tulajdonsag
a masodik oszlopra, és mindkét sorra is érvényes.

Bizonyitas

ad-4 @ "ol L.
det [b+ b d} és det [b d} + det {b’ d] értéke
(a+a')d — (b+ b)c, illetve (ad — bc) +
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A determinans linearis

Allitas
at+a c| "¢
det [b+b’ d} dt{b d:|+dt{b, d}

det BZ ;} = \det [b d} minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
(Gsszegtarto, és skalarszoros-tarté). Ez a két tulajdonsag
a masodik oszlopra, és mindkét sorra is érvényes.
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ad-4 @ "ol L.
det [b+ b d} és det [b d} + det {b’ d] értéke
(a+a')d — (b+ b)c, illetve (ad — bc) + (a'd — b'c).
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A determinans linearis

Allitas
at+a c| "¢
det [b+b’ d} dt{b d:|+dt{b, d}

det BZ ;} = \det [b d} minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
(Gsszegtarto, és skalarszoros-tarté). Ez a két tulajdonsag
a masodik oszlopra, és mindkét sorra is érvényes.

Bizonyitas

ad-4 @ "ol L.
det [b+ b d} és det [b d} + det {b’ d] értéke
(a+a')d — (b+ b)c, illetve (ad — bc) + (a'd — b'c).
Ezek egyenlsk.
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A determinans linearis

Allitas
at+a c| "¢
det [b+b’ d} dt[b d:|+dt{b, d}

det BZ ;} = \det [b d} minden \ skalarra.

Azaz a determinans az els6 oszlopaban linearis
(Gsszegtarto, és skalarszoros-tarté). Ez a két tulajdonsag
a masodik oszlopra, és mindkét sorra is érvényes.

Bizonyitas

at+a c|, -l I
det LH_ b d} és det [b d} + det {b’ d] értéke
(a+a')d — (b+ b)c, illetve (ad — bc) + (a'd — b'c).
Ezek egyenl6k. A skalarszoros-tartas bizonyitasa hasonlé. Ol
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Oszlopok egyenlésége

Ha a matrix két oszlopa egyenld,

Allitas J
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Oszlopok egyenlésége

Ha a matrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla.

Allitas J
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Oszlopok egyenlésége

Allitas

Ha a matrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla.

Bizonyitas

a a
det [b b]
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Oszlopok egyenlésége

Allitas

Ha a matrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla.

Bizonyitas

a a
det[b b] = ab — ba
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Oszlopok egyenlésége

Allitas

Ha a matrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla.

Bizonyitas

a a
det[b b]—ab—ba—O. O]
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Oszlopok egyenlésége

Allitas
Ha a matrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla. )
Bizonyitas
a a
det[b b]ab—baO. Ol
V.
Definicié

Az M fels6 haromszégmatrix,
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Oszlopok egyenlésége

Allitas

Ha a matrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla.

Bizonyitas

a a
det[b b]—ab—ba—O. O]

Definicié

Az M fels6 haromszogmatrix, ha a f6atl6 alatt csupa nulla all.
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Oszlopok egyenlésége

Allitas
Ha a matrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla.

Bizonyitas

da a

det [b b

] = ab — ba = 0.

Definicié

Az M fels6 haromszogmatrix, ha a f6atl6 alatt csupa nulla all.

a b
det [0 d} =

5/ 16
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Oszlopok egyenlésége

Allitas
Ha a matrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla.

Bizonyitas

da a

det [b b

]—ab—ba—O. O]

Definicié

Az M fels6 haromszogmatrix, ha a f6atl6 alatt csupa nulla all.

a b
det [0 d} =ad —0b
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Oszlopok egyenlésége

Allitas
Ha a matrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla.

Bizonyitas

da a

det [b b

]—ab—ba—O. O]

Definicié

Az M fels6 haromszogmatrix, ha a f6atl6 alatt csupa nulla all.

a b
det [0 d} =ad — 0b = ad,
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Oszlopok egyenlésége

Allitas
Ha a matrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla.

Bizonyitas

da a

det [b b

}—ab—ba—O. O]

Definicié

Az M fels6 haromszogmatrix, ha a f6atl6 alatt csupa nulla all.

0 d

determinénsa

det [a b} = ad — 0b = ad, azaz fels6 haromszégmatrix
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Oszlopok egyenlésége

Allitas
Ha a matrix két oszlopa egyenld, akkor a determinans nulla.

Bizonyitas

da a

det [b b

}—ab—ba—O. O]

Definicié

Az M fels6 haromszogmatrix, ha a f6atl6 alatt csupa nulla all.

det [a b} = ad — 0b = ad, azaz fels6 haromszégmatrix

0 d
determinénsa a f64atlébeli elemek szorzata.
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk,
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk, akkor a determindns nem valtozik.
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk, akkor a determindns nem valtozik.

Bizonyitas (ez nagyobb méretii determinansokra is ugyanaz)

Uj jeloles: M = [v, w],
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk, akkor a determindns nem valtozik.

Bizonyitas (ez nagyobb méretii determinansokra is ugyanaz)

Uj jeldlés: M = [v,w], ahol v és w a matrix oszlopvektorai.
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk, akkor a determindns nem valtozik.

Bizonyitas (ez nagyobb méretii determinansokra is ugyanaz)

Uj jeldles: M = [v, w], ahol v és w a matrix oszlopvektorai.
det[v + Aw, w]
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk, akkor a determindns nem valtozik.

Bizonyitas (ez nagyobb méretii determinansokra is ugyanaz)

Uj jeldlés: M = [v,w], ahol v és w a matrix oszlopvektorai.
det[v + Aw, w] = det[v, w]| 4 det[Aw, w],
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk, akkor a determindns nem valtozik.

Bizonyitas (ez nagyobb méretii determinansokra is ugyanaz)

Uj jeldlés: M = [v,w], ahol v és w a matrix oszlopvektorai.
det[v + Aw, w] = det[v, w] + det[Aw, w], mert az els§ oszlopban a
determinans dsszegtartd.
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk, akkor a determindns nem valtozik.

Bizonyitas (ez nagyobb méretii determinansokra is ugyanaz)

Uj jeldlés: M = [v,w], ahol v és w a matrix oszlopvektorai.

det[v + Aw, w] = det[v, w] + det[Aw, w], mert az els§ oszlopban a
determinans dsszegtarts. De

det[Aw, w| = Adet[w, w],
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk, akkor a determindns nem valtozik.

Bizonyitas (ez nagyobb méretii determinansokra is ugyanaz)

Uj jeldlés: M = [v,w], ahol v és w a matrix oszlopvektorai.

det[v + Aw, w] = det[v, w] + det[Aw, w], mert az els§ oszlopban a
determinans dsszegtarts. De

det[Aw, w| = Adet[w, w],

mert a determinans az elsé oszlopban skalarszoros-tarté.
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk, akkor a determindns nem valtozik.

Bizonyitas (ez nagyobb méretii determinansokra is ugyanaz)

Uj jeldlés: M = [v,w], ahol v és w a matrix oszlopvektorai.

det[v + Aw, w] = det[v, w] + det[Aw, w], mert az els§ oszlopban a
determinans dsszegtarts. De

det[Aw, w| = Adet[w, w],

mert a determinans az elsé oszlopban skalarszoros-tarté.

Veégiil det[w, w] =0,
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk, akkor a determindns nem valtozik.

Bizonyitas (ez nagyobb méretii determinansokra is ugyanaz)

Uj jeldlés: M = [v,w], ahol v és w a matrix oszlopvektorai.

det[v + Aw, w] = det[v, w] + det[Aw, w], mert az els§ oszlopban a
determinans dsszegtarts. De

det[Aw, w| = Adet[w, w],

mert a determinans az elsé oszlopban skalarszoros-tarté.

Veégiil det[w, w] = 0, mert a két oszlop egyenls.
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A linearitas kovetkezménye

Allitas
Ha a matrix egyik oszlopahoz a masik oszlop skalarszorosat
hozzaadjuk, akkor a determindns nem valtozik.

Bizonyitas (ez nagyobb méretii determinansokra is ugyanaz)

Uj jeldlés: M = [v,w], ahol v és w a matrix oszlopvektorai.

det[v + Aw, w] = det[v, w] + det[Aw, w], mert az els§ oszlopban a
determinans dsszegtarts. De

det[Aw, w| = Adet[w, w],

mert a determinans az elsé oszlopban skalarszoros-tarté.

Veégiil det[w, w] = 0, mert a két oszlop egyenls.

Ezért det[v + Aw, w| = det[v, w]. O
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Oszlopcsere

Allitas J

A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas

a c
det [b d}
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas

a C

det [b d

} = ad — bc.
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

14. eldadas

Bizonyitas
a ¢
det [b d} = ad — bc.

c a
det[d b}:
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

14. eldadas

Bizonyitas
a ¢
det [b d} = ad — bc.

det [C a} =ch—da=

7/ 16
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

14. eldadas

Bizonyitas
a ¢
det [b d} = ad — bc.

c a
det[d b} =cb—da= — (ad — bc).

7/ 16
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas
det [b d} = ad — bc.
det[d b}:cbda:(adbc). O

Masodik bizonyitas (nagyobb méretii determinansra is)
det[w, v] =
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas
det [b d} = ad — bc.
det[d b}:cbda:(adbc). O

Masodik bizonyitas (nagyobb méretii determinansra is)
det[w, v] =

Az els6 oszlophoz hozzaadjuk a masodikat.
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas
det [b d} = ad — bc.
det[d b}:cbda:(adbc). O

Masodik bizonyitas (nagyobb méretii determinansra is)
det[w, v] = det[w + v,v] =

Az els6 oszlophoz hozzaadjuk a masodikat.
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas
det [b d} = ad — bc.
det[d b}:cbda:(adbc). O

Masodik bizonyitas (nagyobb méretii determinansra is)
det[w, v] = det[w + v,v] =

A masodik oszlopbdl kivonjuk az elsét.
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas
det [b d} = ad — bc.
det[d b}:cbda:(adbc). O

Masodik bizonyitas (nagyobb méretii determinansra is)
det[w, v] = det[w + v, v] = detlw + v,v — (w + v)] =

A masodik oszlopbdl kivonjuk az elsét.
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas
det [b d} = ad — bc.
det[d b}:cb—da:—(ad—bc). O

Masodik bizonyitas (nagyobb méretii determinansra is)

det[w, v] = det[w + v, v] = detlw + v,v — (w + v)] =
= det[w + v, —w| =
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas
det [b d} = ad — bc.
det[d b}:cbda:(adbc). O

Masodik bizonyitas (nagyobb méretii determinansra is)

det[w, v] = det[w + v, v] = detlw + v,v — (w + v)] =
= det[w + v, —w| =

Az els6 oszlophoz hozaadjuk a masodikat.
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas
det [b d} = ad — bc.
det[d b}:cbda:(adbc). O

Masodik bizonyitas (nagyobb méretii determinansra is)

det[w, v] = det[w + v, v] = detlw + v,v — (w + v)] =
= det[w + v, —w| = det[v, —w] =

Az els6 oszlophoz hozaadjuk a masodikat.
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas
det [b d} = ad — bc.
det[d b}:cbda:(adbc). O

Masodik bizonyitas (nagyobb méretii determinansra is)

det[w, v] = det[w + v, v] = detlw + v,v — (w + v)] =
= det[w + v, —w] = det[v, —w| =

Kiemeliink —1-et a masodik oszlopbdl.
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Oszlopcsere

Allitas
A két oszlop cseréjénél a determinans el6jelet valt.

Bizonyitas
det [b d} = ad — bc.
det[d b}:cbda:(adbc). O

Masodik bizonyitas (nagyobb méretii determinansra is)

det[w, v] = det[w + v, v] = detlw + v,v — (w + v)] =
= det[w + v, —w] = det[v, —w]| = — det[v, w]. O

Kiemeliink —1-et a masodik oszlopbdl.
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A transzponalt determinansa

Allitas

A transzponalt matrix determinansa ugyanaz, mint az eredetié.
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A transzponalt determinansa

Allitas

A transzponalt matrix determinansa ugyanaz, mint az eredetié.

Bizonyitas
a ¢
det [b d} = ad — bc.
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A transzponalt determinansa

Allitas
A transzponalt matrix determinansa ugyanaz, mint az eredetié.

Bizonyitas
a ¢

det [b d} = ad — bc.
a b

det [c d] =
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A transzponalt determinansa

Allitas
A transzponalt matrix determinansa ugyanaz, mint az eredetié.

Bizonyitas

a ¢
det [b d} = ad — bc.

a b
det [c d] =ad —cb
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A transzponalt determinansa

Allitas
A transzponalt matrix determinansa ugyanaz, mint az eredetié.

Bizonyitas

a ¢
det [b d} = ad — bc.

det[a b] = ad — cb = ad — bec.
c d

8/ 16
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A transzponalt determinansa

Allitas

A transzponalt matrix determinansa ugyanaz, mint az eredetié.

Bizonyitas

a ¢
det [b d} = ad — bc.

det[a b] = ad — cb = ad — bec.
c d

Allitas

Igy abbdl, hogy a determinans az oszlopaiban linearis,
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A transzponalt determinansa

Allitas
A transzponalt matrix determinansa ugyanaz, mint az eredetié.

Bizonyitas

a ¢
det [b d} = ad — bc.

det[a b] = ad — cb = ad — bec.
c d

Allitas
Igy abbdl, hogy a determinans az oszlopaiban linearis,
szamolas nélkul kovetkezik,
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A transzponalt determinansa

Allitas
A transzponalt matrix determinansa ugyanaz, mint az eredetié.

Bizonyitas
a c

det {b d} = ad — bc.
a b

det[ ]:adcb:adbc. O
c d

Allitas

Igy abbdl, hogy a determinans az oszlopaiban linearis,
szamolas nélkiil kdvetkezik, hogy a soraiban is az,
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A transzponalt determinansa

Allitas
A transzponalt matrix determinansa ugyanaz, mint az eredetié.

Bizonyitas

a ¢
det {b d} = ad — bc.

det[a b] = ad — cb = ad — bec.
c d

Allitas
Igy abbdl, hogy a determinans az oszlopaiban linearis,

szamolas nélkiil kdvetkezik, hogy a soraiban is az,
tovabba hogy sorcserénél is elGjelet valt

8/ 16




A kétszer kettes determinéans Algebra és szamelmélet 14. eldadas

A transzponalt determinansa

Allitas
A transzponalt matrix determinansa ugyanaz, mint az eredetié.

Bizonyitas

a ¢
det {b d} = ad — bc.

det[a b} = ad — cb = ad — bec.
c d

Allitas
Igy abbdl, hogy a determinans az oszlopaiban linearis,

szamolas nélkiil kdvetkezik, hogy a soraiban is az,
tovabba hogy sorcserénél is elGjelet valt (lasd a kdvetkez diat).
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Sorcsere

Allitas J

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.
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Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti matrix,
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Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.
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Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.
Ekkor N oszlopcserével kaphaté M 7-bél.
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Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.
Ekkor N oszlopcserével kaphaté M 7-bél.
Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinans elgjelet valt,
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Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas
Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.
Ekkor N oszlopcserével kaphaté M 7-bél.

Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinans elgjelet valt,
azaz det(MT) = —det(NT).



A kétszer kettes determinéans Algebra és szamelmélet 14. eldadas 9/ 16

Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.
Ekkor N oszlopcserével kaphaté M 7-bél.

Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinans elgjelet valt,
azaz det(MT) = —det(NT).

Belattuk, hogy transzponalaskor a determinans nem valtozik,
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Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.
Ekkor N oszlopcserével kaphaté M 7-bél.

Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinans elgjelet valt,
azaz det(MT) = —det(NT).

Belattuk, hogy transzponalaskor a determinans nem valtozik,
azaz det(MT) = det(M)
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Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.
Ekkor N oszlopcserével kaphaté M 7-bél.

Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinans elgjelet valt,
azaz det(MT) = —det(NT).

Belattuk, hogy transzponalaskor a determinans nem valtozik,
azaz det(MT) = det(M) és det(NT) = det(N).
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Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.
Ekkor N oszlopcserével kaphaté M 7-bél.

Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinans elgjelet valt,
azaz det(MT) = —det(NT).

Belattuk, hogy transzponalaskor a determinans nem valtozik,
azaz det(MT) = det(M) és det(NT) = det(N).

Ezért det(N) = det(NT)
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Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.
Ekkor N oszlopcserével kaphaté M 7-bél.

Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinans elgjelet valt,
azaz det(MT) = —det(NT).

Belattuk, hogy transzponalaskor a determinans nem valtozik,
azaz det(MT) = det(M) és det(NT) = det(N).

Ezért det(N) = det(N7) = —det(MT)
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Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.

Ekkor N oszlopcserével kaphaté M 7-bél.

Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinans elgjelet valt,

azaz det(MT) = —det(NT).

Belattuk, hogy transzponalaskor a determinans nem valtozik,

azaz det(MT) = det(M) és det(NT) = det(N).

Ezért det(N) = det(N7) = —det(M') = — det(M). O
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Sorcsere

Allitas

Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas

Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.

Ekkor N oszlopcserével kaphaté M 7-bél.

Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinans elgjelet valt,

azaz det(MT) = —det(NT).

Belattuk, hogy transzponalaskor a determinans nem valtozik,

azaz det(MT) = det(M) és det(NT) = det(N).

Ezért det(N) = det(N7) = —det(M') = — det(M). O

HF: Hasonléan lassuk be, hogy a determinans mindegyik
soraban linearis,
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Sorcsere

Allitas
Sorcserénél a determinans elGjelet valt.

Mintabizonyitas |
Legyen M az eredeti matrix, V a sorcserével kapott matrix.

Ekkor N oszlopcserével kaphaté M 7-bél.

Belattuk, hogy oszlopcserénél a determinans elgjelet valt,

azaz det(MT) = —det(NT).
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Ezért det(N) = det(N7) = —det(M') = — det(M). O

HF: Hasonléan lassuk be, hogy a determinans mindegyik
soraban lineéris, tovabba, hogy ha az egyik sorhoz a masik sor
skalarszorosat adjuk,
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A Sarrus-szabaly

Tétel
Ha T =C,R,Q és M = ((aj)) € T>*3, akkor legyen det(M) =
= a11a22a33 + a12a823a331 + a13a21a32—
—da134d224d31 — 411423832 — 412421433
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dap1 a2 ass
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Lemasoljuk az els6 két oszlopot a matrix jobb oldalara.
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Egy matrix akkor invertalhaté, ha determinansa nem nulla.
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A bizonyitas stratégiaja

Emlékeztets 3 x 3-ra
a11a22a33 + a12a23a31 + a13821332—
—d134d224d3]1 — 811823432 — 4124214d33.

Definicié
Ha M = ((aj;)) € T"*", akkor det(M) szintén az M elemeibdl

készitett bizonyos szorzatok elGjeles Ssszege.
A képlet késébb, permutacick elgjelének felhasznalasaval.

Az (1) és (2) tulajdonsagbdl a (4) és az (5) sz6 szerint
ugyanigy kovetkezik, mint az n = 2 esetben (HF).

A (3) és (6) kozvetleniil leolvashaté lesz a képletbdl.

A (7) szorzattartasi tulajdonsagot, valamint az inverz matrix
létezésének (8) kérdését is késébb vizsgaljuk.
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A determinans kiszamitasa

Eljaras
Végezziink a matrixon mddositott Gauss-eliminaciot:
@ Keresiink egy nem nulla elemet.

@ Sor- vagy oszlopcserével a fgatléba tessziik (és kdzben
foljegyezziik, hogy hanyszor valtottunk elgjelet).

o Bekarikazzuk, majd kinullazzuk az alatta lévs elemeket
(de a karikazott elemet nem valtoztatjuk 1-re).

@ Ezt a harom lépést ismételjiik amig lehet, a karikdazandé
szamot mindig 4j sorbdl és oszlopbdl valasztva.

@ Ha az eljaras azel6tt megall, hogy a f64atlé minden
elemén karika van, akkor a determinans nulla.
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A determinans kiszamitasa

Eljaras

Végezziink a matrixon mddositott Gauss-eliminaciot:

o

Keresiink egy nem nulla elemet.

Sor- vagy oszlopcserével a f6atléba tessziik (és kdzben
foljegyezziik, hogy hanyszor valtottunk elgjelet).

Bekarikazzuk, majd kinullazzuk az alatta lévs elemeket
(de a karikazott elemet nem valtoztatjuk 1-re).

Ezt a harom lépést ismételjiik amig lehet, a karikdzandé
szamot mindig 4j sorbdl és oszlopbdl valasztva.

Ha az eljaras azel6tt megall, hogy a f6atlé minden
elemén karika van, akkor a determinans nulla.

Ellenkez6 esetben felsé haromszégmatrixot kapunk,
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A determinans kiszamitasa

Eljaras

Végezziink a matrixon mddositott Gauss-eliminaciot:

("]

o

Keresiink egy nem nulla elemet.

Sor- vagy oszlopcserével a f6atléba tessziik (és kdzben
foljegyezziik, hogy hanyszor valtottunk elgjelet).

Bekarikazzuk, majd kinullazzuk az alatta lévs elemeket
(de a karikazott elemet nem valtoztatjuk 1-re).

Ezt a harom lépést ismételjiik amig lehet, a karikdzandé
szamot mindig 4j sorbdl és oszlopbdl valasztva.

Ha az eljaras azel6tt megall, hogy a f6atlé minden
elemén karika van, akkor a determinans nulla.
Ellenkez6 esetben felsé haromszégmatrixot kapunk,
melynek determinansa a féatléban allé elemek szorzata.
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Példa eliminacidra

Példa

Karikazas helyett a megfelel szamok piros szintek.
01 2 1 0 2

3 4 5/=—-14 3 5|=

6 7 9 76 9

Az els6 két oszlopot megcseréljiik.
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Példa

Karikazas helyett a megfelel szamok piros szintek.
01 2 1 0 2

3 4 5/=—-14 3 5|=

6 7 9 76 9

A masodik sorbdl kivonjuk az els§ sor 4-szeresét.
A harmadik sorbdl kivonjuk az els6 sor 7-szeresét.
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Az eredmény a f6atldbeli elemek szorzata.
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HF: Ha egy sor vagy oszlop nulla,
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Példa
Karikazas helyett a megfelel szamok piros szintek.
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V.
Példa
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HF: Ha egy sor vagy oszlop nulla, akkor a determinéns nulla.



Az altalanos determinans Algebra és szamelmélet 14. eléadas
Példa eliminaciora
Példa
Karikazas helyett a megfelel szamok piros szintek.
01 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2
3 4 5 —4 3 5 -0 3 -3 -0 3 =-3| =-3.
6 7 9 7 6 9 0 6 —5 0 0 1
Példa
01 2 1 0 2 1 0 2 10 2
3 4 5 —14 3 5 —10 3 -3 —10 3 =3|=0.
6 7 8 7 6 8 0 6 —6 0 0 0

HF: Ha egy sor vagy oszlop nulla, akkor a determinéns nulla.
Az utolsé sor nulla, igy a determinans is nulla.
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Példa eliminacidra

Példa
Karikazas helyett a megfelel szamok piros szintek.
01 2 1 0 2 10 2 1 0 2
3 45 =—-1435=-|103 -3=-03 -3 =-3
6 7 9 76 9 0 6 -5 00 1

v
Példa
01 2 1 0 2 1 0 2 10 2
3 45 =—-435=-/03 -3=-103 -3=0.
6 7 8 7 6 8 0 6 —6 0 0 O

HF: Ha egy sor vagy oszlop nulla, akkor a determinéns nulla.
Az utolsé sor nulla, igy a determinans is nulla.
Az utolsé sor a masodik sor 2-szerese minusz az elsg sor.
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A 2 x 2-es és 3 x 3-as determinans.
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A determinéns alaptulajdonsagai: sorban és oszlopban lineéris;
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ha egy oszlophoz egy masik skalarszorosat adjuk, akkor

nem véltozik;
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Osszefoglalé Algebra és szamelmélet 14. eléadas 16 / 16

A 14. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

A 2 x 2-es és 3 x 3-as determinans.

Tételek (F1.3.1-6. és F2.2.2-4.)

A determinéns alaptulajdonsagai: sorban és oszlopban lineéris;
ha két oszlop (sor) egyenld, akkor a determinans nulla;

ha egy oszlophoz egy masik skalarszorosat adjuk, akkor

nem valtozik; oszlopcserénél eléjelet valt;

fels6 haromszogmatrix,
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