Algebra és szamelmélet 13. eldadas 1/13

Algebra és szamelmélet
ELTE Algebra és Szamelmélet Tanszék

Konzultacié: Kiss Emil
http://ewkiss.web.elte.hu/wp/wordpress
ewwkissQgmail.com

13. el6adas



Szamelméleti fiiggvények Algebra és szamelmélet 13. eldadas 2/13

Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,
komplex értéki f fiiggvény.
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Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,
komplex értéki f fiiggvény.
Az f totalisan multiplikativ, ha minden a, b-re f(ab) = f(a)f(b).
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Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,

komplex értéki f fiiggvény.

Az f totalisan multiplikativ, ha minden a, b-re f(ab) = f(a)f(b).
Multiplikativ, ha ezt csak (a, b) = 1 esetén tessziik fdl.
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Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,

komplex értéki f fiiggvény.

Az f totalisan multiplikativ, ha minden a, b-re f(ab) = f(a)f(b).
Multiplikativ, ha ezt csak (a, b) = 1 esetén tessziik fol.

Az Euler-fiiggvényrsl belattuk, hogy multiplikativ (FGy2.3.1).
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Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,

komplex értéki f fiiggvény.

Az f totalisan multiplikativ, ha minden a, b-re f(ab) = f(a)f(b).
Multiplikativ, ha ezt csak (a, b) = 1 esetén tessziik fol.

Az Euler-figgvényrél belattuk, hogy multiplikativ (FGy2.3.1).
Az oszték szamat megadé d(n) fiiggvény is multiplikativ.
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Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,

komplex értéki f fiiggvény.

Az f totalisan multiplikativ, ha minden a, b-re f(ab) = f(a)f(b).
Multiplikativ, ha ezt csak (a, b) = 1 esetén tessziik fol.

Az Euler-figgvényrél belattuk, hogy multiplikativ (FGy2.3.1).
Az oszték szamat megadé d(n) fiiggvény is multiplikativ.
Valéban, ha (a, b) = 1, akkor a kanonikus alakjuk felirhaté igy:

a=pt...pyrés b:qfl...q}im,
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Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,

komplex értéki f fiiggvény.
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Az oszték szamat megadé d(n) fiiggvény is multiplikativ.
Valéban, ha (a, b) = 1, akkor a kanonikus alakjuk felirhaté igy:
a=pt...pyrésb= qfl ... g, ahol mindegyik p; kiilonbozik
mindegyik g;-tdl.
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Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,

komplex értéki f fiiggvény.
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Valéban, ha (a, b) = 1, akkor a kanonikus alakjuk felirhaté igy:
a=pt...pyrésb= qfl ... g, ahol mindegyik p; kiilonbozik
mindegyik g;-t8l. Igy ab kanonikus alakja pi™ ... pﬁ,‘”qfl o qﬁ?{".
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Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,

komplex értéki f fiiggvény.

Az f totalisan multiplikativ, ha minden a, b-re f(ab) = f(a)f(b).
Multiplikativ, ha ezt csak (a, b) = 1 esetén tessziik fol.

Az Euler-figgvényrél belattuk, hogy multiplikativ (FGy2.3.1).
Az oszték szamat megadé d(n) fiiggvény is multiplikativ.
Valéban, ha (a, b) = 1, akkor a kanonikus alakjuk felirhaté igy:
a=pt...pyrésb= qfl ... g, ahol mindegyik p; kiilonbozik
mindegyik g;-t8l. Igy ab kanonikus alakja pi™ ... pj,‘"qfl e gm.
A d(n) mar igazolt képletét hasznalva (FGyl1.6.3):
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Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,

komplex értéki f fiiggvény.

Az f totalisan multiplikativ, ha minden a, b-re f(ab) = f(a)f(b).
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Az oszték szamat megadé d(n) fiiggvény is multiplikativ.
Valéban, ha (a, b) = 1, akkor a kanonikus alakjuk felirhaté igy:
a=pt...pyrésb= qfl ... g, ahol mindegyik p; kiilonbozik
mindegyik g;-t8l. Igy ab kanonikus alakja pi™ ... pj,‘"qfl gl
A d(n) mar igazolt képletét hasznalva (FGyl1.6.3):

da)= (a1 +1)...(an+1)
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Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,

komplex értéki f fiiggvény.
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mindegyik g;-t8l. Igy ab kanonikus alakja pi™ ... pﬁ,‘”qfl gl
A d(n) mar igazolt képletét hasznalva (FGyl1.6.3):
da)=(c1+1)...(ap+1)esd(b)=(L1+1)...(Bm+1),
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a=pt...pyrésb= qfl ... g, ahol mindegyik p; kiildnbozik
mindegyik g;-t8l. Igy ab kanonikus alakja pi™ ... pﬁ,‘”qfl gl
A d(n) mar igazolt képletét hasznalva (FGyl1.6.3):
da)=(c1+1)...(ap+1)esd(b)=(L1+1)...(Bm+1),
végil d(ab) = (a1 +1)...(an+1)(B1+1)...(Bn+ 1).
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Multiplikativ szamelméleti fliggvény

Definicié (FGy6.1.1, 6.1.2, 6.1.3)

Szamelméleti fiiggvény: a pozitiv egészeken értelmezett,

komplex értéki f fiiggvény.

Az f totalisan multiplikativ, ha minden a, b-re f(ab) = f(a)f(b).
Multiplikativ, ha ezt csak (a, b) = 1 esetén tessziik fol.

Az Euler-figgvényrél belattuk, hogy multiplikativ (FGy2.3.1).
Az oszték szamat megadé d(n) fiiggvény is multiplikativ.
Valéban, ha (a, b) = 1, akkor a kanonikus alakjuk felirhaté igy:
a=pt...pyrésb= qfl ... g, ahol mindegyik p; kiildnbozik
mindegyik g;-t8l. Igy ab kanonikus alakja pi™ ... pﬁ,‘”qfl gl

A d(n) mar igazolt képletét hasznalva (FGyl1.6.3):
da)=(c1+1)...(ap+1)esd(b)=(L1+1)...(Bm+1),

végil d(ab) = (a1 +1)...(an+1)(B1+1)...(Bn+ 1).
Lathatjuk, hogy tényleg d(ab) = d(a)d(b). O
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Az osztok Osszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)

Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Gsszegét.
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Az osztok Osszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)

Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Gsszegét.
Oz,-+1 o 1
r Pi

Ha n kanonikus alakja pi* ... pfr, akkor o(n) =[], Cpi—1
Pi —
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Az osztok Osszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)

Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Gsszegét.
(1,‘+1 o 1
r Pi

Ha n kanonikus alakja pi™ ... p%, akkor o(n) = [[/_, Br———
pi —
A o(n) fiiggvény multiplikativ.
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Az osztok Osszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)

Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Gsszegét.
a;j+1
SIS 1l

r !

Ha n kanonikus alakja pi* ... pfr, akkor o(n) =[], Cpi—1
pi —
A o(n) fiiggvény multiplikativ.

Tanultuk, hogy n osztéi egyértelmiien irhatok p?l . p,i alakba,
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Az osztok Osszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)

Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Gsszegét.
a;j+1
SIS 1l

r !

Ha n kanonikus alakja pi* ... pfr, akkor o(n) =[], Cpi—1
pi —
A o(n) fiiggvény multiplikativ.

Tanultuk, hogy n osztéi egyértelmiien irhatok p?l . p,i alakba,
ahol 0 < 5; < «; minden 1 </ < r esetén.
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Az osztok Osszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)

Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Gsszegét.
a1
= =1
Ha n kanonikus alakja pi™ ... p%, akkor o(n) = [[/_, ﬁ
1

A o(n) fiiggvény multiplikativ.

Tanultuk, hogy n osztéi egyértelmiien irhatok pfl . p,g alakba,
ahol 0 < 3; < a; minden 1 < j < r esetén. Ezeknek az dsszege
[T (T + pi 4 pf 4+ pf7)
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Az osztok Osszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)

Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Gsszegét.
a;j+1
S|
Ha n kanonikus alakja pi™ ... p%, akkor o(n) = [[/_, ﬁ
)

A o(n) fiiggvény multiplikativ.

Tanultuk, hogy n osztéi egyértelmiien irhatok p?l . p,i alakba,
ahol 0 < 3; < a; minden 1 < j < r esetén. Ezeknek az dsszege
[T (1 +pi+ p7 + ...+ pi") (ellenérizziik r = 2-re).
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Az osztok Osszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)

Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Gsszegét.
a;j+1
SIS 1l

r !

Ha n kanonikus alakja pi* ... pfr, akkor o(n) =[], Cpi—1
pi —
A o(n) fiiggvény multiplikativ.

Tanultuk, hogy n osztéi egyértelmiien irhatok pfl o p}ir alakba,
ahol 0 < 3; < a; minden 1 < j < r esetén. Ezeknek az dsszege
[T (1 +pi+ p7 + ...+ pi") (ellenérizziik r = 2-re).

A mértani sor Osszegképletét alkalmazva belattuk az allitast.
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Az osztok Osszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)

Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Gsszegét.
a;j+1
SIS 1l

r !

Ha n kanonikus alakja pi* ... pfr, akkor o(n) =[], Cpi—1
pi —
A o(n) fiiggvény multiplikativ.

Tanultuk, hogy n osztéi egyértelmiien irhatok pfl o p}gr alakba,
ahol 0 < 3; < a; minden 1 < j < r esetén. Ezeknek az dsszege
[T (1 +pi+ p7 + ...+ pi") (ellenérizziik r = 2-re).

A mértani sor Osszegképletét alkalmazva belattuk az allitast.

A multiplikativitas bizonyitasa d(n)-éhez hasonlé. O
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Az osztok Osszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)

Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Gsszegét.
a1
= =1
Ha n kanonikus alakja pi™ ... p%, akkor o(n) = [[/_, ’71
pi —
A o(n) fiiggvény multiplikativ.

Tanultuk, hogy n osztéi egyértelmiien irhatok pfl o p}gr alakba,
ahol 0 < 3; < a; minden 1 < j < r esetén. Ezeknek az dsszege
[T (1 +pi+ p7 + ...+ pi") (ellenérizziik r = 2-re).

A mértani sor Osszegképletét alkalmazva belattuk az allitast.

A multiplikativitas bizonyitasa d(n)-éhez hasonlé. O

HF: Mutassuk meg, hogy ha (a, b) = 1, akkor ab minden (pozitiv)
osztéja egyértelmien irhaté cd alakban, ahol c | a és b | d.
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Az osztok Osszege

Tétel (FGy6.2.2, 6.2.8)

Jeldlje o(n) az n > 1 pozitiv osztéinak az Gsszegét.
a1
= =1
Ha n kanonikus alakja pi™ ... p%, akkor o(n) = [[/_, ’71
pi —
A o(n) fiiggvény multiplikativ.

Tanultuk, hogy n osztéi egyértelmiien irhatok pfl o p}gr alakba,
ahol 0 < 3; < a; minden 1 < j < r esetén. Ezeknek az dsszege
[T (1 +pi+ p7 + ...+ pi") (ellenérizziik r = 2-re).

A mértani sor Osszegképletét alkalmazva belattuk az allitast.

A multiplikativitas bizonyitasa d(n)-éhez hasonlé. O

HF: Mutassuk meg, hogy ha (a, b) = 1, akkor ab minden (pozitiv)
osztéja egyértelmien irhaté cd alakban, ahol c | a és b | d.
Vezessiik le ebbdl is, hogy d(n) és o(n) multiplikativ.
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)

Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam.




Szamelméleti fiiggvények Algebra és szamelmélet 13. eldadas 4 /13

Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)

Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)
Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ (2P — 1)
alakban irhato,
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)
Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ (2P — 1)
alakban irhat6, ahol p is, 27 — 1 is prim.
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)
Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ (2P — 1)
alakban irhaté, ahol p is, 27 — 1 is prim. (Pl. 6, 28, 496, 8128.)

v
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)
Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ 1(2F — 1)
alakban irhaté, ahol p is, 27 — 1 is prim. (Pl. 6, 28, 496, 8128.)

Belatjuk, hogy ha 2 — 1 prim, akkor m is az.
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)
Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ 1(2F — 1)
alakban irhaté, ahol p is, 27 — 1 is prim. (Pl. 6, 28, 496, 8128.)

v

Belatjuk, hogy ha 2 — 1 prim, akkor m is az. Valéban, ha m = ab,
akkor 272 — 1 = (27)> — 1 oszthat6 27 — 1-gyel.
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)
Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ 1(2F — 1)
alakban irhaté, ahol p is, 27 — 1 is prim. (Pl. 6, 28, 496, 8128.)

v

Belatjuk, hogy ha 2 — 1 prim, akkor m is az. Valéban, ha m = ab,
akkor 27% — 1 = (27)> — 1 oszthaté 27 — 1-gyel. Ezért vagy
22 —-1=1,ésigya=1,
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)
Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ 1(2F — 1)
alakban irhaté, ahol p is, 27 — 1 is prim. (Pl. 6, 28, 496, 8128.)

v

Belatjuk, hogy ha 2 — 1 prim, akkor m is az. Valéban, ha m = ab,
akkor 27% — 1 = (27)> — 1 oszthaté 27 — 1-gyel. Ezért vagy
27 - 1=1ésigya=1,vagy2? —1 =2 _1¢ésakkor b=1. [
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)
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valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ 1(2F — 1)
alakban irhaté, ahol p is, 27 — 1 is prim. (Pl. 6, 28, 496, 8128.)

v

Belatjuk, hogy ha 2 — 1 prim, akkor m is az. Valéban, ha m = ab,
akkor 27% — 1 = (27)> — 1 oszthaté 27 — 1-gyel. Ezért vagy

27 - 1=1ésigya=1,vagy2? —1 =2 _1¢ésakkor b=1. [
A 2P — 1 alakd primeket Mersenne-primeknek nevezziik (FGy5.2).
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)

Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ 1(2F — 1)
alakban irhaté, ahol p is, 27 — 1 is prim. (Pl. 6, 28, 496, 8128.)

v

Belatjuk, hogy ha 2 — 1 prim, akkor m is az. Valéban, ha m = ab,
akkor 27% — 1 = (27)> — 1 oszthaté 27 — 1-gyel. Ezért vagy

27 - 1=1ésigya=1,vagy2? —1 =2 _1¢ésakkor b=1. [
A 2P — 1 alakd primeket Mersenne-primeknek nevezziik (FGy5.2).
Nem ismert, hogy van-e végtelen sok ilyen prim.
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)

Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ 1(2F — 1)
alakban irhaté, ahol p is, 27 — 1 is prim. (Pl. 6, 28, 496, 8128.)

v

Belatjuk, hogy ha 2 — 1 prim, akkor m is az. Valéban, ha m = ab,
akkor 27% — 1 = (27)> — 1 oszthaté 27 — 1-gyel. Ezért vagy

27 - 1=1ésigya=1,vagy2? —1 =2 _1¢ésakkor b=1. [
A 2P — 1 alakd primeket Mersenne-primeknek nevezziik (FGy5.2).
Nem ismert, hogy van-e végtelen sok ilyen prim. A legnagyobb
ismert primek Mersenne-primek,
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)

Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ 1(2F — 1)
alakban irhaté, ahol p is, 27 — 1 is prim. (Pl. 6, 28, 496, 8128.)

v

Belatjuk, hogy ha 2™ — 1 prim, akkor m is az. Valdban, ha m = ab,
akkor 27% — 1 = (27)> — 1 oszthaté 27 — 1-gyel. Ezért vagy

27 - 1=1ésigya=1,vagy2? —1 =2 _1¢ésakkor b=1. [
A 2P — 1 alakd primeket Mersenne-primeknek nevezziik (FGy5.2).
Nem ismert, hogy van-e végtelen sok ilyen prim. A legnagyobb
ismert primek Mersenne-primek, mert viszonylag gyors ellenérizni,
hogy 2P — 1 prim-e
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Tokéletes szamok

Definicié (FGy6.3.1)

Az n > 0 egész tokéletes szam, ha n dnmagatdl kiilonb6z6 (azaz
valédi) osztéinak Gsszege maga a szam. Képletben: o(n) = 2n.

Tétel (FGy6.3.2)

Az n pontosan akkor paros tokéletes szam, ha n = 2P~ 1(2F — 1)
alakban irhaté, ahol p is, 27 — 1 is prim. (Pl. 6, 28, 496, 8128.)

v

Belatjuk, hogy ha 2™ — 1 prim, akkor m is az. Valdban, ha m = ab,
akkor 27% — 1 = (27)> — 1 oszthaté 27 — 1-gyel. Ezért vagy

27 - 1=1ésigya=1,vagy2? —1 =2 _1¢ésakkor b=1. [
A 2P — 1 alakd primeket Mersenne-primeknek nevezziik (FGy5.2).
Nem ismert, hogy van-e végtelen sok ilyen prim. A legnagyobb
ismert primek Mersenne-primek, mert viszonylag gyors ellenérizni,
hogy 2P — 1 prim-e (Lucas-Lehmer teszt, FGy5.2.4).
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0.
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.

Megforditva, legyen n = 2%t paros tokéletes, ahol ¢ mar paratlan.
g gy p P

Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = o(2X)o(t)
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = o(2X)o(t) = (2K — 1)o(1).
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2k+1t,
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

Itt 2k*1 — 1 > 1, hiszen k > 0.
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

ltt 2571 — 1> 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) — t) < t valédi
osztéja t-nek.
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

ltt 2571 — 1> 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) — t) < t valédi
osztéja t-nek. De d + t = o(t),
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

ltt 2571 — 1> 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) — t) < t valédi
osztéja t-nek. De d + t = o(t), igy t-nek nincs tobb osztéja.
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

ltt 2571 — 1> 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) — t) < t valédi
osztéja t-nek. De d + t = o(t), igy t-nek nincs tobb osztéja.
Ez csak Ggy lehet, hogy t prim és d = 1,
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

ltt 2571 — 1> 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) — t) < t valédi
osztéja t-nek. De d + t = o(t), igy t-nek nincs tobb osztéja.
Ez csak agy lehet, hogy t prim és d = 1, vagyis 2“7 — 1 = t.
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

ltt 2KF1 — 1> 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) — t) < t valédi
osztéja t-nek. De d + t = o(t), igy t-nek nincs tobb osztéja.
Ez csak agy lehet, hogy t prim és d = 1, vagyis 2“7 — 1 = t.
Lattuk, hogy ekkor p = k + 1 is prim.
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

ltt 2KF1 — 1> 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) — t) < t valédi
osztéja t-nek. De d + t = o(t), igy t-nek nincs tobb osztéja.

Ez csak agy lehet, hogy t prim és d = 1, vagyis 2“7 — 1 = t.
Lattuk, hogy ekkor p = k + 1 is prim. Igy végiil n = 2K(2k+1 — 1),
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

ltt 2KF1 — 1> 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) — t) < t valédi
osztéja t-nek. De d + t = o(t), igy t-nek nincs tobb osztéja.

Ez csak agy lehet, hogy t prim és d = 1, vagyis 2“7 — 1 = t.
Lattuk, hogy ekkor p = k + 1 is prim. Igy végiil n = 2K(2k+1 — 1),
Ezért a tételben megadott elsallitast kapjuk. O

v
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

ltt 2571 — 1> 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) — t) < t valédi
osztéja t-nek. De d + t = o(t), igy t-nek nincs tobb osztéja.

Ez csak agy lehet, hogy t prim és d = 1, vagyis 2“7 — 1 = t.
Lattuk, hogy ekkor p = k + 1 is prim. Igy végiil n = 2K(2k+1 — 1),
Ezért a tételben megadott elsallitast kapjuk. O

v

Megoldatlan probléma, hogy van-e paratlan tokéletes szam.
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

ltt 2571 — 1> 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) — t) < t valédi
osztéja t-nek. De d + t = o(t), igy t-nek nincs tobb osztéja.

Ez csak agy lehet, hogy t prim és d = 1, vagyis 2“7 — 1 = t.
Lattuk, hogy ekkor p = k + 1 is prim. Igy végiil n = 2K(2k+1 — 1),
Ezért a tételben megadott elsallitast kapjuk. O

v

Megoldatlan probléma, hogy van-e paratlan tokéletes szam.
Ha van, akkor nagyobb, mint 10%°99,
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A tokéletes szamokrél sz6l6 tétel bizonyitasa

HF ellenérizni, hogy az ilyen alaka szamok tényleg tokéletesek.
Megforditva, legyen n = 2t paros tokéletes, ahol t mar paratlan.
Mivel n paros, k > 0. A o fiiggvény multiplikativ, és (2%, t) = 1,
ezért o(n) = 0(2X)o(t) = (2Kt — 1)o(t). Masrészt n tokéletes,
igy ez o(n) = 2n = 2kt1t. Vagyis 261t = (2K+1 — 1)o(2).
Atrendezve (271 — 1)(o(t) — t) = t.

ltt 2571 — 1> 1, hiszen k > 0. Ezért d = (o(t) — t) < t valédi
osztéja t-nek. De d + t = o(t), igy t-nek nincs tobb osztéja.

Ez csak agy lehet, hogy t prim és d = 1, vagyis 2“7 — 1 = t.
Lattuk, hogy ekkor p = k + 1 is prim. Igy végiil n = 2K(2k+1 — 1),
Ezért a tételben megadott elsallitast kapjuk. O

v

Megoldatlan probléma, hogy van-e paratlan tokéletes szam.
Ha van, akkor nagyobb, mint 10'°% és legalabb 100 prim szorzata.
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Fermat-primek

Fermat-primnek nevezziik a 2 + 1 alakd primeket (FGy5.2). J
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Fermat-primek

Fermat-primnek nevezziik a 2 + 1 alakd primeket (FGy5.2). J

Itt m sziikségképpen 2-hatvany.
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Fermat-primek

Fermat-primnek nevezziik a 2 + 1 alakd primeket (FGy5.2). J

Itt m sziikségképpen 2-hatvany. Valéban, ha nem igy lenne, akkor
m-nek volna egy paratlan p primosztéja.
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Fermat-primek

Fermat-primnek nevezziik a 2 + 1 alakd primeket (FGy5.2). J

Itt m sziikségképpen 2-hatvany. Valéban, ha nem igy lenne, akkor
m-nek volna egy paratlan p primosztéja. Ha m = pd, akkor az
a+ b| a4 b2kt oszthatésag miatt 29 + 1| 2™ + 1 allna. [
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Fermat-primek

Fermat-primnek nevezziik a 2 + 1 alakd primeket (FGy5.2). J

Itt m sziikségképpen 2-hatvany. Valéban, ha nem igy lenne, akkor
m-nek volna egy paratlan p primosztéja. Ha m = pd, akkor az

a+ b| a4 b2kt oszthatésag miatt 29 + 1| 2™ + 1 allna. [
A 22 + 1 szdm prim, ha 0 < k < 4,
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Fermat-primek

Fermat-primnek nevezziik a 2 + 1 alakd primeket (FGy5.2). J

Itt m sziikségképpen 2-hatvany. Valéban, ha nem igy lenne, akkor
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Fermat-primnek nevezziik a 2" + 1 alakd primeket (FGy5.2). |

Itt m sziikségképpen 2-hatvany. Valéban, ha nem igy lenne, akkor
m-nek volna egy paratlan p primosztéja. Ha m = pd, akkor az

a+ b| a4 b2kt oszthatésag miatt 29 + 1| 2™ + 1 allna. [
A 22" + 1 szam prim, ha 0 < k < 4, de 641 | 232 4 1 nem az.

Nem tudjuk, van-e tobb Fermat-prim. Ha van, az legalabb 222 4 1.
F, = 22" 4+ 1 pontosan akkor prim, ha 3(/"~1)/2 = _1 (F))
(Pepin-teszt, FGy5.2.2). Pl. 32" = 812 = (—4)2 = —1 (17).

Gauss tétele (K6.8.11)

Szabalyos n-szog akkor és csak akkor szerkeszthet6 korzével és
vonalzéval, ha p(n) 2-hatvany, azaz ha n el6all egy 2-hatvany, és
paronként kiilonb6z6 Fermat-primek szorzataként.

HF: Lassuk be, hogy ha (n) 2-hatvany, akkor n ilyen alaka.
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Alprimek

Szamok szorzatra bontasara nem tudunk gyors algoritmust.
Hogyan donthetd el mégis, hogy egy szam primszam-e?
A kis-Fermat-tételbsl adédik az alabbi teszt.
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Definicié (FGy5.7)
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de n mégis Gsszetett.

A 2000-nél kisebbek: 341,561,645, 1105, 1387, 1729, 1905.
Az alprimek szama elhanyagolhat6 a primek szamahoz képest.
Pl. 10'%ig csak 14887 alprim van, mig primszambdl

tdbb, mint 455 millié. Ezért ha 2" 1 =1 (n), akkor

n nagy valészinliséggel Gsszetett (nem determinisztikus teszt).
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Osszeszorozva 2°*0 = 16 - 64 - 16 - 64 = 1 (341).
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Azaz 340 = 22 + 2% 1 26 4 28, Egzert 2340 = 22* . 92* . 92° . 0%,

Ismételt négyzetre emeléssel 22* = 16, 22° = 162 = 256,
22" — 2562 = 64 (341), 22° =642 = 4 (341),

22° =42 = 16 (341), 22" =162 = 256 (341),

22° = 2562 = 64 (341).

Osszeszorozva 2°*0 = 16 - 64 - 16 - 64 = 1 (341).

Mivel 341 = 11 - 31,
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Legyen n = 341, a 340 a kettes szamrendszerben 101010100.
Azaz 340 = 22 + 2% 1 26 4 28, Egzert 2340 = 22* . 92* . 92° . 0%,

Ismételt négyzetre emeléssel 22* = 16, 22° = 162 = 256,

22" — 2562 = 64 (341), 22° =642 = 4 (341),

22° =42 = 16 (341), 22" =162 = 256 (341),

22° = 2562 = 64 (341).

Osszeszorozva 2°*0 = 16 - 64 - 16 - 64 = 1 (341).

Mivel 341 = 11 - 31, ezért 341 tényleg alprim.

Megjegyezziik, hogy 2 hatvanyai 10-esével periodikusak mod 341.
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Ha n Gsszetett, akkor a sorozatoknak legfeljebb a fele lesz jo,
midén a egy teljes maradékrendszert fut be mod n.
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akkor a b és b? szamokat kell vizsgalni mod 341.

A 341-et mar a = 2 ,lebuktatja” (azaz mutatja, hogy nem prim):
ismételt négyzetre emeléssel b = 2%° = 32 (341), azaz nem 1,
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Titkosiras: Egy u lizenet helyett a kédolt valtozatat, c(u)-t kiildjik.
Dekodolas: Egy d fliggvény, amelyre d(c(u)) =u.

A c fiiggvény nyilvanos, de d kiszamitasara nincs gyors algoritmus.
Rivest—-Shamir—Adleman: Hasznaljuk ki, hogy szamok
primtényezékre bontasara nem ismeriink gyors algoritmust.

Az lizenet a 0, 1, ..., N — 1 szdmok egyike, N nyilvanos.
Kédolas (RSA séma)
c(u) = u* maradéka N-nel osztva. A t kitevd nyilvanos. J

Dekodolas J

d(v) = v® maradéka N-nel osztva. Az s kitevé titkos.

Azt szeretnénk, hogy u™ = u (N) teljesiiljon minden v-ra,
de s-et nehéz legyen kiszamitani N-bél és t-bél.
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fennall mod p (mert ezek paronként relativ primek, és szorzatuk V).
Ha N = pM, akkor ¢(N) = ¢(p)p(M) = (p — 1)(M).
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Praktikus szempontok

¢(pg) =(p—1)(q—1)=pqg—p—q+1 Ezért N és p(N)
ismeretében p és g is kiszamithato,
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Praktikus szempontok

e(pq) = (p—1)(q—1) = pg—p—q+1. Ezért N és o(N)
ismeretében p és g is kiszamithatd, és igy N faktorizalhaté lenne.
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ismeretében p és g is kiszamithato, és igy NV faktorizalhaté lenne.

N és t kivalasztasa

Nagy primszamokat lehet talalni a primtesztek segitségével.
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Ha A és B akar titkosan kommunikalni, akkor mindketté&jiiknek
van egy nyilvanos és egy titkos kulcsa: t4, sa, tg, sg.
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Praktikus szempontok
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Ha igen, tényleg A a kiilds, mert ismernie kellett su-t.
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A 13. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak
(Totalisan) multiplikativ szamelméleti figgvény (FGy6.1-3).
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Tokéletes szam (FGy6.3.1).
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Tételek
Az oszték Osszegének képlete, ez multiplikativ (FGy6.2.2, 6.2.8).
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232 4 1 dsszetett. Pepin-teszt (FGy5.2.2).
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Szabalyos sokszégek szerkeszthetésége (K6.8.11, NB).
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Miller-Lenstra-Rabin teszt (FGy5.7.5, NB).
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Fogalmak

(Totalisan) multiplikativ szamelméleti figgvény (FGy6.1-3).
Tokéletes szam (FGy6.3.1).

Mersenne- és Fermat-prim (FGy5.2).

Alprim (FGy5.7).

Tételek
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232 4 1 dsszetett. Pepin-teszt (FGy5.2.2).

Szabalyos sokszégek szerkeszthetésége (K6.8.11, NB).
Miller-Lenstra-Rabin teszt (FGy5.7.5, NB).

Az RSA-médszer (FGy5.8.1).
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