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A kongruencia definici¢ja

Definicié (FGy2.1.1)

Legyen m > 1 egész. Azt mondjuk, hogy a, b € Z kongruens
mod m, ha m | a— b.
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Definicié (FGy2.1.1)

Legyen m > 1 egész. Azt mondjuk, hogy a, b € 7Z kongruens
mod m, ha m|a— b. Jele: a= b (m).

Tehat két szam akkor kongruens, ha ugyanazt a maradékot adjak
m-mel osztva. Az m neve modulus. A jelélés az egyenletre hasonlit,
mert sok tulajdonsag megegyezik.

Tétel (FGy2.1.2, HF)
Legyenek m > 1 és a, b, ¢ egészek.

(1) Minden a-ra a = a (m) (reflexivitas).
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E harom tulajdonsag egyiittes neve: ekvivalencia-relacio.
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Kongruencidk és miiveletek

Tétel (FGy2.1.2)

Legyenek m > 1 és a, b, ¢, d egészek. Ha a = b (m) és
c=d (m),
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Kongruencidk és miiveletek

Tétel (FGy2.1.2)

Legyenek m > 1 és a, b, ¢, d egészek. Ha a = b (m) és
c=d (m), akkor a+ c = b+ d (m) és ac = bd (m).
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Kongruencidk és miiveletek

Tétel (FGy2.1.2)

Legyenek m > 1 és a, b, ¢, d egészek. Ha a = b (m) és
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Kongruencidk és miiveletek

Tétel (FGy2.1.2)
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Kongruencidk és miiveletek

Tétel (FGy2.1.2)

Legyenek m > 1 és a, b, ¢, d egészek. Ha a = b (m) és
c=d (m), akkor a+ c = b+ d (m) és ac = bd (m).
(Azonos modulust kongruenciak dsszeadhatok, dsszeszorozhatok.)

A feltétel szerint a — b = mt és ¢ — d = ms alkalmas t, s € Z-re.
Ezért (a+c)—(b+d)=m(t+s),igy tényleg a+c=b+d (m).
Tovabba m | a — b miatt m | (a — b)c, tehat ac = bc (m).
Hasonl6an bc = bd (m), és a tranzitivitas miatt ac = bd (m). [

Belatjuk: x +y = x +,y (az Xy = X *, y bizonyitasa hasonlé).
Mivel x + y és X +, v is n-nel valé osztasi maradék, elég
megmutatni, hogy kongruensek mod n. Nyilvan x = X (n) és

y =y (n), ezért x+y =Xx+Yy (n). A +, definiciéja szerint
X+ny=x+y(n),igyx+pny=x+y=x+y(n). O
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Kongruenciak egyszer(sitése

Tétel (FGy2.1.3)
Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
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Kongruenciak egyszer(sitése

Tétel (FGy2.1.3)

Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
(A modulust le kell osztani m és c kitiintetett kdzds osztdjaval.)
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Kongruenciak egyszer(sitése

Tétel (FGy2.1.3)

Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
(A modulust le kell osztani m és c kitiintetett kdzds osztdjaval.)

Bizonyitas
A feltétel szerint m | (a — b)c,
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Kongruenciak egyszer(sitése

Tétel (FGy2.1.3)

Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
(A modulust le kell osztani m és c kitiintetett kdzds osztdjaval.)

Bizonyitas
A feltétel szerint m | (a — b)c, igy az oszthatésagot
d = (m, c)-vel egyszeriisitve (m/d) | (a — b)(c/d).
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Kongruenciak egyszer(sitése

Tétel (FGy2.1.3)

Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
(A modulust le kell osztani m és c kitiintetett kdzds osztéjaval.)

Bizonyitas

A feltétel szerint m | (a — b)c, igy az oszthatésagot

d = (m, c)-vel egyszeriisitve (m/d) | (a — b)(c/d).

A kitiintetett kdzds oszté kiemelési tulajdonsaga miatt
(m/d,c/d)d = (m,c)=d,




Kongruenciak Algebra és szamelmélet 11. el8adas 4 /13

Kongruenciak egyszer(sitése

Tétel (FGy2.1.3)

Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
(A modulust le kell osztani m és c kitiintetett kdzds osztéjaval.)

Bizonyitas

A feltétel szerint m | (a — b)c, igy az oszthatésagot

d = (m, c)-vel egyszeriisitve (m/d) | (a — b)(c/d).

A kitiintetett kdzds oszté kiemelési tulajdonsaga miatt
(m/d,c/d)d = (m,c) =d, azaz (m/d,c/d) = 1.
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Kongruenciak egyszer(sitése

Tétel (FGy2.1.3)

Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
(A modulust le kell osztani m és c kitiintetett kdzds osztéjaval.)

Bizonyitas

A feltétel szerint m | (a — b)c, igy az oszthatésagot

d = (m, c)-vel egyszeriisitve (m/d) | (a — b)(c/d).

A kitiintetett kdzds oszté kiemelési tulajdonsaga miatt
(m/d,c/d)d = (m,c) =d, azaz (m/d,c/d) = 1.
Ezért az (m/d) | (a — b)(c/d) oszthatésaghél

(m/d) | (2 b),
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Kongruenciak egyszer(sitése

Tétel (FGy2.1.3)

Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
(A modulust le kell osztani m és c kitiintetett kdzds osztéjaval.)

Bizonyitas

A feltétel szerint m | (a — b)c, igy az oszthatésagot

d = (m, c)-vel egyszeriisitve (m/d) | (a — b)(c/d).

A kitiintetett kdzds oszté kiemelési tulajdonsaga miatt
(m/d,c/d)d = (m,c) =d, azaz (m/d,c/d) = 1.

Ezért az (m/d) | (a — b)(c/d) oszthatésaghél

(m/d) | (a—b), azaz a= b (m/(m,c)) kévetkezik. O
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Kongruenciak egyszer(sitése

Tétel (FGy2.1.3)

Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
(A modulust le kell osztani m és c kitiintetett kdzds osztéjaval.)

Bizonyitas

A feltétel szerint m | (a — b)c, igy az oszthatésagot

d = (m, c)-vel egyszeriisitve (m/d) | (a — b)(c/d).

A kitiintetett kdzds oszté kiemelési tulajdonsaga miatt
(m/d,c/d)d = (m,c) =d, azaz (m/d,c/d) = 1.

Ezért az (m/d) | (a — b)(c/d) oszthatésaghél

(m/d) | (a—b), azaz a= b (m/(m,c)) kévetkezik. O

Altalaban nem igaz, hogy ac = bc (m) = a = b (m).
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Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
(A modulust le kell osztani m és c kitiintetett kdzds osztdjaval.)

Bizonyitas

A feltétel szerint m | (a — b)c, igy az oszthatésagot

d = (m, c)-vel egyszeriisitve (m/d) | (a — b)(c/d).

A kitlintetett k6z0s oszt6 kiemelési tulajdonsaga miatt
(m/d,c/d)d = (m,c) =d, azaz (m/d,c/d) = 1.

Ezért az (m/d) | (a — b)(c/d) oszthatésaghél

(m/d) | (a—b), azaz a= b (m/(m,c)) kévetkezik. O

Altalaban nem igaz, hogy ac = bc (m) = a = b (m).
Peldaul 10 -2 = 202 (20),
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Tétel (FGy2.1.3)

Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
(A modulust le kell osztani m és c kitiintetett kdzds osztdjaval.)

Bizonyitas

A feltétel szerint m | (a — b)c, igy az oszthatésagot

d = (m, c)-vel egyszeriisitve (m/d) | (a — b)(c/d).

A kitlintetett k6z0s oszt6 kiemelési tulajdonsaga miatt
(m/d,c/d)d = (m,c) =d, azaz (m/d,c/d) = 1.

Ezért az (m/d) | (a — b)(c/d) oszthatésaghél

(m/d) | (a—b), azaz a= b (m/(m,c)) kévetkezik. O

Altalaban nem igaz, hogy ac = bc (m) = a = b (m).
Peldaul 10 -2 = 202 (20), de 10 % 20 (20).
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Kongruenciak egyszer(sitése

Tétel (FGy2.1.3)

Ha ac = bc (m), akkor a = b (m/(m, c)).
(A modulust le kell osztani m és c kitiintetett kdzds osztéjaval.)

Bizonyitas

A feltétel szerint m | (a — b)c, igy az oszthatésagot

d = (m, c)-vel egyszeriisitve (m/d) | (a — b)(c/d).

A kitiintetett kdzds oszté kiemelési tulajdonsaga miatt
(m/d,c/d)d = (m,c) =d, azaz (m/d,c/d) = 1.

Ezért az (m/d) | (a — b)(c/d) oszthatésaghél

(m/d) | (a—b), azaz a= b (m/(m,c)) kévetkezik. O

Altalaban nem igaz, hogy ac = bc (m) = a = b (m).
Peldaul 10 -2 = 202 (20), de 10 % 20 (20).
De a modulushoz relativ prim szammal szabad egyszerdisiteni.
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Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a—b, ezért a=b (a— b). Onmagaval n-szer Ssszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? J

23 =3 (10),
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (1),
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)?
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? J

23 = 3 (10), ezért 23102 = 3102 (10). De 3190 = (3%)5 = 81%,
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 319% = 323100 — 328125 = 32125
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? Valasz: 9. J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100 = 328125 = 3212 = 9 (10).
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? Valasz: 9. J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100 = 328125 = 3212 = 9 (10).

Mutassuk meg, hogy 11 | 3*7+5 — 537, ]
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? Valasz: 9. J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100 = 328125 = 3212 = 9 (10).

Mutassuk meg, hogy 11 | 3*7+5 — 537, ]

Mod 11 szamolva 3%"° — 537 — 243.81" — 125"
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? Valasz: 9. J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100 = 328125 = 3212 = 9 (10).

Mutassuk meg, hogy 11 | 3*7+5 — 537, ]

Mod 11 szamolva 3%"° — 537 —243.81"7 — 125" = 1.4" — 4" — (.
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? Valasz: 9. J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100 = 328125 = 3212 = 9 (10).

Mutassuk meg, hogy 11 | 3*7+5 — 537, ]

Mod 11 szamolva 375 — 537 — 243.81"7 — 125" = 1 .47 — 4" = (.
Igazoljuk, hogy 641 | 232 4 1. J
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? Valasz: 9. J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100 = 328125 = 3212 = 9 (10).

Mutassuk meg, hogy 11 | 3*7+5 — 537, ]

Mod 11 szamolva 375 — 537 — 243.81"7 — 125" = 1 .47 — 4" = (.
Igazoljuk, hogy 641 | 232 4 1. )

Mod 641 nézve 5-27 = —1
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? Valasz: 9. J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100 = 328125 = 3212 = 9 (10).

Mutassuk meg, hogy 11 | 3*7+5 — 537, ]

Mod 11 szamolva 375 — 537 — 243.81"7 — 125" = 1 .47 — 4" = (.
Igazoljuk, hogy 641 | 232 4 1. )

Mod 641 nézve 5-27 = —1 és 5% = —2*%,
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? Valasz: 9. J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100 = 328125 = 3212 = 9 (10).

Mutassuk meg, hogy 11 | 3*7+5 — 537, ]

Mod 11 szamolva 375 — 537 — 243.81"7 — 125" = 1 .47 — 4" = (.
Igazoljuk, hogy 641 | 232 4 1. )

Mod 641 nézve 5-27 = —1 és 5% = 24, igy
232 — 24228
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? Valasz: 9. J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100 = 328125 = 3212 = 9 (10).

Mutassuk meg, hogy 11 | 3*7+5 — 537, ]

Mod 11 szamolva 375 — 537 — 243.81"7 — 125" = 1 .47 — 4" = (.
Igazoljuk, hogy 641 | 232 4 1. )

Mod 641 nézve 5-27 = —1 és 5% = 24, igy
232 _ 94928 — 754(27)4
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? Valasz: 9. J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100 = 328125 = 3212 = 9 (10).

Mutassuk meg, hogy 11 | 3*7+5 — 537, ]

Mod 11 szamolva 375 — 537 — 243.81"7 — 125" = 1 .47 — 4" = (.
Igazoljuk, hogy 641 | 232 4 1. )

Mod 641 nézve 5-27 = —1 és 5% = 24, igy
232 — 24228 — 54(27) (5 27)
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A kongruencia egyszer(isiti a szamolasokat

Igazoljuk, hogy a — b | a” — b". J

a—b|a— b, ezért a= b (a— b). Onmagaval n-szer 6sszeszorozva
a"=b"(a—b),azaza—b|a" - b".

Mi 23192 utolsé szamjegye? Valasz: 9. J

23 = 3 (10), ezért 23192 = 3102 (10). De 3190 = (34)%5 = 8125,
Mivel 81 = 1 (10), ezért 3192 = 323100 = 328125 = 3212 = 9 (10).

Mutassuk meg, hogy 11 | 3*7+5 — 537, ]
Mod 11 szamolva 3*"+5 — 537 = 243.81"7 — 125" = 1-4" — 4" = 0,
Igazoljuk, hogy 641 | 232 4 1. )
Mod 641 nézve 5-2" = —1 és 5% = 4 igy

232 = 2%2% = _5%(2")" = —(5- 27)4 = -1
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Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?
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Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?
Egyszer(sitsiink 4-gyel.
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Linearis kongruencia

Definicié (FGy2.5.1) J

Ha a, b, m € Z és m > 0, akkor ax = b (m) linearis kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?
Egyszer(sitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2, ezért 2x = 1 (3) adédik.
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Linearis kongruencia

Definicié (FGy2.5.1) J

Ha a, b, m € Z és m > 0, akkor ax = b (m) linearis kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?
Egyszer(sitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2, ezért 2x = 1 (3) adédik.
2-vel szorozva 4x = 2 (3).



Ismeretlenes kongruenciak Algebra és szamelmélet 11. el8adas 6 /13

Linearis kongruencia

Definicié (FGy2.5.1) J

Ha a, b, m € Z és m > 0, akkor ax = b (m) linearis kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?
Egyszeriisitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2, ezért 2x = 1 (3) adédik.
2-vel szorozva 4x = 2 (3). De 4x = x (3),
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Linearis kongruencia

Definicié (FGy2.5.1) J

Ha a, b, m € Z és m > 0, akkor ax = b (m) linearis kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?
Egyszer(sitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2, ezért 2x = 1 (3) adédik.
2-vel szorozva 4x = 2 (3). De 4x = x (3), azaz x = 2 (3).
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Linearis kongruencia

Definicié (FGy2.5.1) J

Ha a, b, m € Z és m > 0, akkor ax = b (m) linearis kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?

Egyszer(sitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2, ezért 2x = 1 (3) adédik.
2-vel szorozva 4x = 2 (3). De 4x = x (3), azaz x = 2 (3).

Tehat azok az x szamok adnak megoldast, melyek 3-mal osztva

2 maradékot adnak.
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Ha a, b, m € Z és m > 0, akkor ax = b (m) linearis kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?

Egyszer(sitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2, ezért 2x = 1 (3) adédik.
2-vel szorozva 4x = 2 (3). De 4x = x (3), azaz x = 2 (3).

Tehat azok az x szamok adnak megoldast, melyek 3-mal osztva

2 maradékot adnak. Ezek a 3k + 2 alakd szamok, ahol k € Z.
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Ha a, b, m € Z és m > 0, akkor ax = b (m) linearis kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?

Egyszer(sitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2, ezért 2x = 1 (3) adédik.
2-vel szorozva 4x = 2 (3). De 4x = x (3), azaz x = 2 (3).

Tehat azok az x szamok adnak megoldast, melyek 3-mal osztva

2 maradékot adnak. Ezek a 3k + 2 alakd szamok, ahol k € Z.

Ha egy egyenletet négyzetre emeliink, hamis megoldasok
keletkezhetnek. J
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Linearis kongruencia

Definicié (FGy2.5.1) J

Ha a, b, m € Z és m > 0, akkor ax = b (m) linearis kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?

Egyszer(sitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2, ezért 2x = 1 (3) adédik.
2-vel szorozva 4x = 2 (3). De 4x = x (3), azaz x = 2 (3).

Tehat azok az x szamok adnak megoldast, melyek 3-mal osztva

2 maradékot adnak. Ezek a 3k + 2 alakd szamok, ahol k € Z.

Ha egy egyenletet négyzetre emeliink, hamis megoldasok
keletkezhetnek. Ha egy kongruenciat szammal szorzunk, akkor is. J
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Linearis kongruencia

Definicié (FGy2.5.1) J

Ha a, b, m € Z és m > 0, akkor ax = b (m) linearis kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?

Egyszer(sitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2, ezért 2x = 1 (3) adédik.
2-vel szorozva 4x = 2 (3). De 4x = x (3), azaz x = 2 (3).

Tehat azok az x szamok adnak megoldast, melyek 3-mal osztva

2 maradékot adnak. Ezek a 3k + 2 alakd szamok, ahol k € Z.

Ha egy egyenletet négyzetre emeliink, hamis megoldasok
keletkezhetnek. Ha egy kongruenciat szammal szorzunk, akkor is. J

Példa: 2x = 1 (3)-at 3-mal szorozva 6x = 3 (3),
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Linearis kongruencia

Definicié (FGy2.5.1) J

Ha a, b, m € Z és m > 0, akkor ax = b (m) linearis kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?

Egyszer(sitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2, ezért 2x = 1 (3) adédik.
2-vel szorozva 4x = 2 (3). De 4x = x (3), azaz x = 2 (3).

Tehat azok az x szamok adnak megoldast, melyek 3-mal osztva

2 maradékot adnak. Ezek a 3k + 2 alakd szamok, ahol k € Z.

Ha egy egyenletet négyzetre emeliink, hamis megoldasok
keletkezhetnek. Ha egy kongruenciat szammal szorzunk, akkor is. J

Példa: 2x = 1 (3)-at 3-mal szorozva 6x = 3 (3),
itt minden x szdm megoldas.
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Linearis kongruencia

Definicié (FGy2.5.1) J

Ha a, b, m € Z és m > 0, akkor ax = b (m) linearis kongruencia.

Példa: Mik 8x = 4 (6) megoldasai?

Egyszer(sitsiink 4-gyel. Mivel (4,6) = 2, ezért 2x = 1 (3) adédik.
2-vel szorozva 4x = 2 (3). De 4x = x (3), azaz x = 2 (3).

Tehat azok az x szamok adnak megoldast, melyek 3-mal osztva

2 maradékot adnak. Ezek a 3k + 2 alakd szamok, ahol k € Z.

Ha egy egyenletet négyzetre emeliink, hamis megoldasok
keletkezhetnek. Ha egy kongruenciat szammal szorzunk, akkor is. J

Példa: 2x = 1 (3)-at 3-mal szorozva 6x = 3 (3),

itt minden x szdm megoldas.

HF: A modulushoz relativ primmel val6 szorzas ekvivalens
atalakitas, ilyenkor nem keletkezik hamis megoldas.
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Visszavezetés linearis diofantikus egyenletre

Ismétlés: 8x = 4 (6) megoldasai a 3k + 2 alaka szamok (k € Z).
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Visszavezetés linearis diofantikus egyenletre

Ismétlés: 8x = 4 (6) megoldasai a 3k + 2 alaka szamok (k € Z).
Definicié (FGy2.2.1)

Rogzitett m modulus esetén az m-mel osztva r maradékot ad6
szamok halmazat az r maradékosztalyanak nevezziik mod m.
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Visszavezetés linearis diofantikus egyenletre

Ismétlés: 8x = 4 (6) megoldasai a 3k + 2 alaka szamok (k € Z).
Definicié (FGy2.2.1)

Rogzitett m modulus esetén az m-mel osztva r maradékot ad6
szamok halmazat az r maradékosztalyanak nevezziik mod m.
Ez tehat az mk + r alaka szamok halmaza, ahol k € 7Z.
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Visszavezetés linearis diofantikus egyenletre

Ismétlés: 8x = 4 (6) megoldasai a 3k + 2 alaka szamok (k € Z).

Definicié (FGy2.2.1)

Rogzitett m modulus esetén az m-mel osztva r maradékot ad6
szamok halmazat az r maradékosztalyanak nevezziik mod m.
Ez tehat az mk + r alaka szamok halmaza, ahol k € 7Z.

Tétel (FGy2.5.3-4)
Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
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Visszavezetés linearis diofantikus egyenletre

Ismétlés: 8x = 4 (6) megoldasai a 3k + 2 alaka szamok (k € Z).
Definicié (FGy2.2.1)

Rogzitett m modulus esetén az m-mel osztva r maradékot ad6
szamok halmazat az r maradékosztalyanak nevezziik mod m.
Ez tehat az mk + r alaka szamok halmaza, ahol k € 7Z.

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m).
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Visszavezetés linearis diofantikus egyenletre

Ismétlés: 8x = 4 (6) megoldasai a 3k + 2 alaka szamok (k € Z).
Definicié (FGy2.2.1)

Rogzitett m modulus esetén az m-mel osztva r maradékot ad6
szamok halmazat az r maradékosztalyanak nevezziik mod m.
Ez tehat az mk + r alaka szamok halmaza, ahol k € 7Z.

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.

Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak

mod m/(a, m). Ez (a, m) darab mod m maradékosztaly egyesitése.
v
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Visszavezetés linearis diofantikus egyenletre

Ismétlés: 8x = 4 (6) megoldasai a 3k + 2 alaka szamok (k € Z).
Definicié (FGy2.2.1)

Rogzitett m modulus esetén az m-mel osztva r maradékot ad6
szamok halmazat az r maradékosztalyanak nevezziik mod m.
Ez tehat az mk + r alaka szamok halmaza, ahol k € 7Z.

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.

Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak

mod m/(a, m). Ez (a, m) darab mod m maradékosztaly egyesitése.
v

Megoldhatésag: Nyilvan ax = b (m) pontosan akkor,
ha m | ax — b,
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Visszavezetés linearis diofantikus egyenletre

Ismétlés: 8x = 4 (6) megoldasai a 3k + 2 alaka szamok (k € Z).
Definicié (FGy2.2.1)

Rogzitett m modulus esetén az m-mel osztva r maradékot ad6
szamok halmazat az r maradékosztalyanak nevezziik mod m.
Ez tehat az mk + r alaka szamok halmaza, ahol k € 7Z.

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.

Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak

mod m/(a, m). Ez (a, m) darab mod m maradékosztaly egyesitése.
v

Megoldhatésag: Nyilvan ax = b (m) pontosan akkor,
ha m | ax — b, vagyis ha van olyan y egész, hogy my = ax — b.
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Visszavezetés linearis diofantikus egyenletre

Ismétlés: 8x = 4 (6) megoldasai a 3k + 2 alaka szamok (k € 7).
Definicié (FGy2.2.1)

Rogzitett m modulus esetén az m-mel osztva r maradékot ad6

szamok halmazat az r maradékosztalyanak nevezziik mod m.
Ez tehat az mk + r alaka szamok halmaza, ahol k € 7Z.

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m). Ez (a, m) darab mod m maradékosztaly egyesitése.

v

Megoldhatésag: Nyilvan ax = b (m) pontosan akkor,

ha m | ax — b, vagyis ha van olyan y egész, hogy my = ax — b.
Tanultuk, hogy az ax — my = b lineéaris diofantikus egyenlet
pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, —m) = (a,m) | b.
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A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)
Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
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A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m).
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A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.

Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m).

Bizonyitas

Ha ax = b (m) megoldhaté, akkor (a, m) | b,
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A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m).

Bizonyitas
Ha ax = b (m) megoldhaté, akkor (a, m) | b, tehat
egyszeriisithetiink (a, m)-mel.
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A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m).

Bizonyitas

Ha ax = b (m) megoldhaté, akkor (a, m) | b, tehat
egyszer(sithetiink (a, m)-mel. Az eredmény a'x = b" ('),
ahol m" = m/(a,m), a = a/(a,m) és b’ = b/(a, m).
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A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m).

Bizonyitas

Ha ax = b (m) megoldhaté, akkor (a, m) | b, tehat
egyszer(sithetiink (a, m)-mel. Az eredmény a'x = b" ('),
ahol m" = m/(a,m), a = a/(a,m) és b’ = b/(a, m).

De & = a/(a, m) és m" = m/(a, m) mar relativ primek.
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A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m).

Bizonyitas

Ha ax = b (m) megoldhaté, akkor (a, m) | b, tehat
egyszer(sithetiink (a, m)-mel. Az eredmény a'x = b" ('),
ahol m" = m/(a,m), a = a/(a,m) és b’ = b/(a, m).

De & = a/(a, m) és m" = m/(a, m) mar relativ primek.
Ha xp megoldas, akkor x akkor és csak akkor megoldas,
ha a/x = b/
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A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m).

Bizonyitas

Ha ax = b (m) megoldhaté, akkor (a, m) | b, tehat
egyszer(sithetiink (a, m)-mel. Az eredmény a'x = b" ('),
ahol m" = m/(a,m), a = a/(a,m) és b’ = b/(a, m).

De & = a/(a, m) és m" = m/(a, m) mar relativ primek.
Ha xp megoldas, akkor x akkor és csak akkor megoldas,
ha a/'x = b = a'xg (M),
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A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m).

Bizonyitas

Ha ax = b (m) megoldhaté, akkor (a, m) | b, tehat
egyszer(sithetiink (a, m)-mel. Az eredmény a'x = b" ('),
ahol m" = m/(a,m), a = a/(a,m) és b’ = b/(a, m).

De & = a/(a, m) és m" = m/(a, m) mar relativ primek.
Ha xp megoldas, akkor x akkor és csak akkor megoldas,
ha a'x = b' = a'xp (m'), azaz ha m' | a'(x — xo).
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A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m).

Bizonyitas

Ha ax = b (m) megoldhaté, akkor (a, m) | b, tehat
egyszer(sithetiink (a, m)-mel. Az eredmény a'x = b" ('),
ahol m" = m/(a,m), a = a/(a,m) és b’ = b/(a, m).

De & = a/(a, m) és m" = m/(a, m) mar relativ primek.
Ha xp megoldas, akkor x akkor és csak akkor megoldas,
ha a'x = b' = a'xp (m'), azaz ha m' | a'(x — xo).

Mivel (', m") = 1, ez azzal ekvivalens, hogy m’ | x — xg.
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A megoldasok halmaza

Tétel (FGy2.5.3-4)

Az ax = b (m) pontosan akkor oldhaté meg, ha (a, m) | b.
Ilyenkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
mod m/(a, m).

Bizonyitas

Ha ax = b (m) megoldhaté, akkor (a, m) | b, tehat
egyszer(sithetiink (a, m)-mel. Az eredmény a'x = b" ('),

ahol m" = m/(a,m), a = a/(a,m) és b’ = b/(a, m).

De & = a/(a, m) és m" = m/(a, m) mar relativ primek.

Ha xp megoldas, akkor x akkor és csak akkor megoldas,

ha a'x = b/ = a'xp (m'), azaz ha m’ | a'(x — xo).

Mivel (', m") = 1, ez azzal ekvivalens, hogy m’ | x — xg.

Igy a megoldasok az xo szam mod m’ maradékosztalyanak elemei.




Ismeretlenes kongruenciak Algebra és szamelmélet 11. el8adas 9 /13

A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése. J
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A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése. J

Példaul a 3k + 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak
mod 6:
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A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése. J

Példaul a 3k + 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak
mod 6: a 2 és az 5 maradékosztalyat.
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A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése. J

Példaul a 3k + 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak
mod 6: a 2 és az 5 maradékosztalyat.

Bizonyitas

Legyen d = (a, m), és m" = m/(a, m).
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A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése. J

Példaul a 3k + 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak
mod 6: a 2 és az 5 maradékosztalyat.

Bizonyitas

Legyen d = (a, m), és m" = m/(a, m). Megmutatjuk, hogy az
xo mod (m’") maradékosztalya az xo,x1,..., x4 1

szamok mod m maradékosztalyainak egyesitése,
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A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése. J

Példaul a 3k + 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak
mod 6: a 2 és az 5 maradékosztalyat.

Bizonyitas

Legyen d = (a, m), és m" = m/(a, m). Megmutatjuk, hogy az
xo mod (m’") maradékosztalya az xo,x1,..., x4 1

szamok mod m maradékosztalyainak egyesitése, ahol
xi=xo+m, xo=x0+2m, ..., xg_1=x+ (d —1)m'.
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A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése. J

Példaul a 3k + 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak
mod 6: a 2 és az 5 maradékosztalyat.

Bizonyitas

Legyen d = (a, m), és m" = m/(a, m). Megmutatjuk, hogy az
xo mod (m’") maradékosztalya az xo,x1,..., x4 1

szamok mod m maradékosztalyainak egyesitése, ahol
xi=xo+m, xo=x0+2m, ..., xg_1=x+ (d —1)m'.

Ha x = xo (m'), akkor x = xg + m’k alkalmas k-ra.
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A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése. J

Példaul a 3k + 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak
mod 6: a 2 és az 5 maradékosztalyat.

Bizonyitas

Legyen d = (a, m), és m" = m/(a, m). Megmutatjuk, hogy az
xo mod (m’") maradékosztalya az xo,x1,..., x4 1

szamok mod m maradékosztalyainak egyesitése, ahol
xi=xo+m, xo=x0+2m, ..., xg_1=x+ (d —1)m'.

Ha x = xp (m'), akkor x = xq + m’k alkalmas k-ra. Legyen
k=dg+r, ahol 0 <r<d-—1.
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A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése. J

Példaul a 3k + 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak
mod 6: a 2 és az 5 maradékosztalyat.

Bizonyitas

Legyen d = (a, m), és m" = m/(a, m). Megmutatjuk, hogy az
xo mod (m’") maradékosztalya az xo,x1,..., x4 1

szamok mod m maradékosztalyainak egyesitése, ahol
xi=xo+m, xo=x0+2m, ..., xg_1=x+ (d —1)m'.

Ha x = xp (m'), akkor x = xq + m’k alkalmas k-ra. Legyen
k = dq+ r, ahol 0 < r < d — 1. Belatjuk, hogy x = x, (m).
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A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése. J

Példaul a 3k + 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak
mod 6: a 2 és az 5 maradékosztalyat.

Bizonyitas

Legyen d = (a, m), és m" = m/(a, m). Megmutatjuk, hogy az
xo mod (m’") maradékosztalya az xo,x1,..., x4 1

szamok mod m maradékosztalyainak egyesitése, ahol
xi=xo+m, xo=x0+2m, ..., xg_1=x+ (d —1)m'.

Ha x = xp (m'), akkor x = xq + m’k alkalmas k-ra. Legyen
k = dq+ r, ahol 0 < r < d — 1. Belatjuk, hogy x = x, (m).
Valéban, x = mk + xg = m'dg + m'r + xg
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A megoldas maradékosztalyok egyesitése

Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése. J

Példaul a 3k + 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak
mod 6: a 2 és az 5 maradékosztalyat.

Bizonyitas

Legyen d = (a, m), és m" = m/(a, m). Megmutatjuk, hogy az
xo mod (m’") maradékosztalya az xo,x1,..., x4 1

szamok mod m maradékosztalyainak egyesitése, ahol
xi=xo+m, xo=x0+2m, ..., xg_1=x+ (d —1)m'.

Ha x = xp (m'), akkor x = xq + m’k alkalmas k-ra. Legyen
k = dq+ r, ahol 0 < r < d — 1. Belatjuk, hogy x = x, (m).
Valéban, x = mk + xg = m'dq + m'r + xg = mq + x,
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Minden mod m/(a, m) maradékosztaly (a, m) darab mod m
maradékosztaly egyesitése.

Példaul a 3k + 2 alakt szamok két maradékosztalyt alkotnak
mod 6: a 2 és az 5 maradékosztalyat.

Bizonyitas

Legyen d = (a, m), és m" = m/(a, m). Megmutatjuk, hogy az
xo mod (m’") maradékosztalya az xo,x1,..., x4 1

szamok mod m maradékosztalyainak egyesitése, ahol
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Ha x = xp (m'), akkor x = xq + m’k alkalmas k-ra. Legyen
k = dq+ r, ahol 0 < r < d — 1. Belatjuk, hogy x = x, (m).

Valéban, x = m'k + xg = m'dqg + m'r + xo = mq + x, = x, (m).
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Megoldas euklideszi algoritmussal

Lasd FGy7.1.1, ill. 2.5. szakasz
Oldjuk meg a 14x = 2 (34) kongruenciat. J
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Oldjuk meg a 14x = 2 (34) kongruenciat. J

Els6 lépésként atirjuk diofantikus egyenletre: 14x — 2 = 34y.
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Oldjuk meg a 14x = 2 (34) kongruenciat. J

Els6 lépésként atirjuk diofantikus egyenletre: 14x — 2 = 34y.
Kifejezziik a kisebbik egyiitthatéja ismeretlent: x = (34y + 2)/14.
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Kifejezziik a kisebbik egyiitthatéja ismeretlent: x = (34y + 2)/14.
Elvégezziik az osztast: 34 =214 + 6, igy x = 2y + (6y + 2)/14.
Bevezetjik a z = (6y + 2)/14 = (3y + 1)/7 0j (egész) ismeretlent.
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Megoldas euklideszi algoritmussal
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Elvégezziik az osztast: 34 =214 + 6, igy x = 2y + (6y + 2)/14.
Bevezetjik a z = (6y + 2)/14 = (3y + 1)/7 0j (egész) ismeretlent.
Ekkor 7z = 3y + 1, ahol z is egész.
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Bevezetjik a z = (6y + 2)/14 = (3y + 1)/7 0j (egész) ismeretlent.
Ekkor 7z = 3y + 1, ahol z is egész. Ismételjiik az eljarast.
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Bevezetjik a z = (6y + 2)/14 = (3y + 1)/7 0j (egész) ismeretlent.
Ekkor 7z = 3y + 1, ahol z is egész. Ismételjiik az eljarast.
y=(7z—-1)/3=2z+ u, ahol u=(z—-1)/3.
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Tehat 3u = z — 1, azaz z = 3u — 1. Itt mar nem szerepelnek tortek,
ezért megallunk, majd sorban visszahelyettesitjiilk az ismeretleneket.
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y=2z4+u=6u+2+u="7Tu+2.
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vagyis 5 maradékosztalya mod 17.
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Szimultan kongruenciarendszer

Tétel (FGy2.6.1)

Az x = ¢; (my) és x = ¢ (my) kongruenciakbdl allé rendszer
pontosan akkor oldhaté meg, ha (my, my) | c1 — .




Ismeretlenes kongruenciak Algebra és szamelmélet 11. el8adas 11 /13

Szimultan kongruenciarendszer

Tétel (FGy2.6.1)

Az x = ¢; (my) és x = ¢ (my) kongruenciakbdl allé rendszer
pontosan akkor oldhaté meg, ha (my, my) | c1 — .
llyenkor a megoldas egyetlen maradékosztaly mod [m, mo].




Ismeretlenes kongruenciak Algebra és szamelmélet 11. el8adas 11 /13

Szimultan kongruenciarendszer

Tétel (FGy2.6.1)

Az x = ¢; (my) és x = ¢ (my) kongruenciakbdl allé rendszer
pontosan akkor oldhaté meg, ha (my, my) | c1 — .
llyenkor a megoldas egyetlen maradékosztaly mod [m, mo].

Bizonyitas
A két kongruencia atirhaté x = ¢; + ymy és x = ¢ + zm» alakba
alkalmas y, z € Z-re,
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Megforditva, ha a diofantikus egyenletnek van megoldasa, akkor
X = ¢1 + ymy = ¢ + zmy megoldasa a kongruenciarendszernek.
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x=c = xo (M)
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Szimultan kongruenciarendszer

Tétel (FGy2.6.1)

Az x = ¢; (my) és x = ¢ (my) kongruenciakbdl allé rendszer
pontosan akkor oldhaté meg, ha (my, my) | c1 — .
llyenkor a megoldas egyetlen maradékosztaly mod [m, mo].

Bizonyitas

A két kongruencia atirhaté x = ¢; + ymy és x = ¢ + zm» alakba
alkalmas y, z € Z-re, ahonnan ym; — zmy = ¢, — c;.

Ezért ha van megoldas, akkor (my, ms) | ¢1 — .

Megforditva, ha a diofantikus egyenletnek van megoldasa, akkor
X = ¢1 + ymy = ¢ + zmy megoldasa a kongruenciarendszernek.
Ha xp megoldas, akkor x pontosan akkor lesz megoldas, ha
x=c =xp (m) és x = cp = x0 (mM2), azaz ha my | x — xp és
my | X — xp.
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Szimultan kongruenciarendszer

Tétel (FGy2.6.1)

Az x = ¢; (my) és x = ¢ (my) kongruenciakbdl allé rendszer
pontosan akkor oldhaté meg, ha (my, my) | c1 — .
llyenkor a megoldas egyetlen maradékosztaly mod [m, mo].

Bizonyitas

A két kongruencia atirhaté x = ¢; + ymy és x = ¢ + zm» alakba
alkalmas y, z € Z-re, ahonnan ym; — zmy = ¢, — c;.

Ezért ha van megoldas, akkor (my, ms) | ¢1 — .

Megforditva, ha a diofantikus egyenletnek van megoldasa, akkor

X = ¢1 + ymy = ¢ + zmy megoldasa a kongruenciarendszernek.

Ha xp megoldas, akkor x pontosan akkor lesz megoldas, ha

x=c =xp (m) és x = cp = x0 (mM2), azaz ha my | x — xp és

my | x — xo. Ez azzal ekvivalens, hogy [m1, mz] | x — xo. O
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa,
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy m1, mo, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor
az x = ¢i (my),...,x = ¢, (m,) rendszernek van megoldasa,
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy m1, mo, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor
az x = ¢i (my),...,x = ¢, (m,) rendszernek van megoldasa,
és a megoldasok egy mod my ... m, maradékosztalyt alkotnak.
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy m1, mo, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor
az x = ¢i (my),...,x = ¢, (m,) rendszernek van megoldasa,
és a megoldasok egy mod my ... m, maradékosztalyt alkotnak.

Ez n szerinti indukcidval kovetkezik az el6z8 tételbél.
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy m1, mo, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor
az x = ¢i (my),...,x = ¢, (m,) rendszernek van megoldasa,
és a megoldasok egy mod my ... m, maradékosztalyt alkotnak.

Ez n szerinti indukcidval kovetkezik az el6z8 tételbél.
Az n = 1 eset nyilvanvalé.
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy m1, mo, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor
az x = ¢i (my),...,x = ¢, (m,) rendszernek van megoldasa,
és a megoldasok egy mod my ... m, maradékosztalyt alkotnak.

Ez n szerinti indukcidval kovetkezik az el6z8 tételbél.
Az n = 1 eset nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitas.
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy m1, mo, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor
az x = ¢i (my),...,x = ¢, (m,) rendszernek van megoldasa,
és a megoldasok egy mod my ... m, maradékosztalyt alkotnak.

Ez n szerinti indukcidval kovetkezik az el6z8 tételbél.
Az n = 1 eset nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitas.
Legyen M = mimy ... my_1.
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy m1, mo, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor
az x = ¢y (my),...,x = ¢, (m,) rendszernek van megoldasa,
és a megoldasok egy mod my ... m, maradékosztalyt alkotnak.

Ez n szerinti indukciéval kovetkezik az el6z8 tételbsl.

Az n = 1 eset nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitas.
Legyen M = mymo ... m, 1. Az elsé n — 1 kongruenciabél allo
rendszer az indukci6s feltevés miatt helyettesithets egy x = ¢ (M)
kongruenciaval.
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy m1, mo, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor
az x = ¢y (my),...,x = ¢, (m,) rendszernek van megoldasa,
és a megoldasok egy mod my ... m, maradékosztalyt alkotnak.

Ez n szerinti indukciéval kovetkezik az el6z6 tételbél.

Az n = 1 eset nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitas.
Legyen M = mymo ... m, 1. Az elsé n — 1 kongruenciabél allo
rendszer az indukci6s feltevés miatt helyettesithets egy x = ¢ (M)
kongruenciaval. Ennek és az x = ¢, (m,) kongruencianak

a kdzds megoldasait keressiik.
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy m1, mo, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor
az x = ¢y (my),...,x = ¢, (m,) rendszernek van megoldasa,
és a megoldasok egy mod my ... m, maradékosztalyt alkotnak.

Ez n szerinti indukciéval kovetkezik az el6z8 tételbsl.

Az n = 1 eset nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitas.
Legyen M = mymo ... m, 1. Az elsé n — 1 kongruenciabél allo
rendszer az indukci6s feltevés miatt helyettesithets egy x = ¢ (M)
kongruenciaval. Ennek és az x = ¢, (m,) kongruencianak

a kozos megoldasait keressiik. Erre alkalmazhaté a fenti tétel:
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy m1, mo, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor
az x = ¢y (my),...,x = ¢, (m,) rendszernek van megoldasa,
és a megoldasok egy mod my ... m, maradékosztalyt alkotnak.

Ez n szerinti indukciéval kovetkezik az el6z8 tételbsl.

Az n = 1 eset nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitas.
Legyen M = mymo ... m, 1. Az elsé n — 1 kongruenciabél allo
rendszer az indukci6s feltevés miatt helyettesithets egy x = ¢ (M)
kongruenciaval. Ennek és az x = ¢, (m,) kongruencianak

a kozos megoldasait keressiik. Erre alkalmazhaté a fenti tétel:

my, ma, ..., m, paronként relativ primek, igy (M, m,) =1
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A kinai maradéktétel

Ha my és my relativ primek, akkor az x = ¢; (m1), x = ¢ (m»)
rendszernek mindig van megoldasa, és a megoldas
mod [my, ma| = mimo lesz egyértelmii (el6z6 tétel).

Kinai maradéktétel (FGy2.6.2)

Tegyiik fel, hogy m1, mo, ..., m, paronként relativ primek. Ekkor
az x = ¢y (my),...,x = ¢, (m,) rendszernek van megoldasa,
és a megoldasok egy mod my ... m, maradékosztalyt alkotnak.

Ez n szerinti indukciéval kovetkezik az el6z8 tételbsl.
Az n = 1 eset nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz az allitas.
Legyen M = mymo ... m, 1. Az elsé n — 1 kongruenciabél allo
rendszer az indukci6s feltevés miatt helyettesithets egy x = ¢ (M)
kongruenciaval. Ennek és az x = ¢, (m,) kongruencianak

a kozos megoldasait keressiik. Erre alkalmazhaté a fenti tétel:
my, ma, ..., m, paronként relativ primek, igy (M, m,) =1
(hiszen nincs kdzds primosztéjuk).

O
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A 11. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak
Kongruencia (FGy2.1.1).
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A 11. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Kongruencia (FGy2.1.1).
Linearis kongruencia (FGy2.5.1).
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A 11. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Kongruencia (FGy2.1.1).
Linearis kongruencia (FGy2.5.1).
Maradékosztaly (FGy2.2.1).
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A 11. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Kongruencia (FGy2.1.1).
Linearis kongruencia (FGy2.5.1).
Maradékosztaly (FGy2.2.1).

Tételek
A kongruenciak alaptulajdonsagai, egyszerisitése (FGy2.1.2-3).
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A 11. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Kongruencia (FGy2.1.1).
Linearis kongruencia (FGy2.5.1).
Maradékosztaly (FGy2.2.1).

Tételek

A kongruenciak alaptulajdonsagai, egyszerisitése (FGy2.1.2-3).
A linearis kongruencia megoldasai, eljaras (FGy2.5.3-4, 7.1.1).
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A 11. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Kongruencia (FGy2.1.1).
Linearis kongruencia (FGy2.5.1).
Maradékosztaly (FGy2.2.1).

Tételek

A kongruenciak alaptulajdonsagai, egyszerisitése (FGy2.1.2-3).
A linearis kongruencia megoldasai, eljaras (FGy2.5.3-4, 7.1.1).
Szimultan kongruenciarendszer (FGy2.6.1).
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A 11. el6adashoz tartozé vizsgaanyag

Fogalmak

Kongruencia (FGy2.1.1).
Linearis kongruencia (FGy2.5.1).
Maradékosztaly (FGy2.2.1).

Tételek

A kongruenciak alaptulajdonsagai, egyszerisitése (FGy2.1.2-3).
A linearis kongruencia megoldasai, eljaras (FGy2.5.3-4, 7.1.1).
Szimultan kongruenciarendszer (FGy2.6.1).

A kinai maradéktétel (FGy2.6.2).
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