Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
A 9. és 10. eldadds-didkhoz tartozo feladatsor feladatainak megolddsai

1. Hatarozzuk meg az Euklideszi algoritmussal 112 és 301 legnagyobb kézds osztéjat. Irjuk
fol a legnagyobb kozds osztot 112x + 301y alakban, ahol z és y egész. U

301 =2-112+77, 112=1-77+35, 77=2-35+7, 35 =5-7+0. Ezért (301, 112) az utolso
nem nulla maradék, vagyis 7. A visszahelyettesitéseket hatulrol elérefelé haladva végezziik:
T=77-2-35="T7—2(112—77) =3-77—2-112 = 3(301 —2-112) —2-112 = 3-301 — 8- 112.
2. Az (a,b) = au + bv elgéllitasban mi u és v legnagyobb kozos osztoja? O
(u,v) =1, mert 1 =u- (a/(a,b)) +v-(b/(a,b)), az (ec,ed) = e(c,d) azonossag miatt.

3. Mely (a,b) természetes szamokbol allo parokra lesz ab = 1452 és (a,b) = 117 O

Figyeljiink ré&, hogy a feladatban (a,b) az els6 helyen rendezett part, a masodikon legna-
gyobb kozos osztot jelol, ez mindig kontextusfiiggd. Az (ec,ed) = e(c,d) azonossag miatt
(a/11,b/11) = 1, és (a/11)(b/11) = 1452/(11%) = 12. A 12-t két relativ prim természetes
szam szorzatara csak gy lehet felbontani, hogy 3 - 4 vagy 1-12. Ezért (a,b) lehet (33,44),
(44,33), (11,132), (132, 11).

4. Mely pozitiv egész n-ekre igaz, hogy n — 1 | n? + 17 O
n*+1=(n+1)(n—1)+2, ezért n — 1|2, azaz n = 2 vagy 3.
6. Hatarozzuk meg (n — 1,n%> + 1) és (n! + 1, (n + 1)! 4+ 1) értékét. O

Had|n—1¢éd|n*+1, akkord | (n+1)(n —1) — (n? +1) = —2. Ezért a keresett
legnagyobb k6z6s osztd csak 1 és 2 lehet. Akkor 1, ha n péaros, mert akkor n — 1 paratlan.
Ha viszont n paratlan, akkor n — 1 és n? 4 1 is paros, ezért ebben az esetben az eredmény 2.

Hasonloan, ha d | nl+1ésd | (n+1)!+1, akkor d | (n+1)(n!+1) — ((n+1)! +1) = n.
Ezért d | n! + 1 és d | n miatt d = 1. A méasodik legnagyobb kozos oszto tehat 1.

5. Melyik igaz az alabbi allitasok koziil:
(1) Ha a | 80+ 5¢ és a | 5b + 3¢ akkor a | b és a | c.
(2) Haa|2b+césa|b+ 2cakkora|bésalc.
U

(1): a | 3(8b+ 5¢) — 5(5b + 3¢c) = —b. Hasonloéan a | 5(8b + 5¢) — 8(5b + 3¢) = ¢. Tehat (1)
igaz. Fz a Gauss-eliminéciora hasonlit, eliminaltuk c-t, majd b-t.

(2): Most hasonlé gondolatmenettel csak az jon ki, hogy a | 3b és a | 3c. Erezhetjiik, hogy
a = 3 is egy lehetGség, és ennek alapjan ellenpéldat talalhatunk, pl. b =c =1 ¢és a = 3 jo,
mert 3|20+ c=3¢és3|b+2c=3,de31b=1. Ezért (2) hamis.

. 8n+3 . ,r - 2 . 2
7. Tudjuk, hogy a 2= tort egyszertisithetS. Melyik szammal? 0

Had|8n+3ésd|Tn+1, akkor d | 7(8n+3) —8(7Tn+ 1) = 13, ami prim. A szamlalo és a
nevezG nem relativ primek, igy legnagyobb kozos osztojuk 13. FEz megvalosul pl., ha n = 11.

a®+2a
at+3a2+1

8. Lassuk be, hogy nem egyszertsithetd. 0

Ha d | a® + 2a és d | a* + 3a* + 1 kdzds oszto, akkor d | a* + 3a® + 1 — a(a® + 2a) = a® + 1.
De a* +3a®> +1=a*(a®> + 1) +a® + (a®> + 1), igy d | a?, és akkor d | a* + 3a? + 1 miatt d | 1.
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9. Igazoljuk, hogy v/24 és log,, 78 irracionalisak. U

Tudjuk, hogy ¥/n pontosan akkor racionélis, ha egész, és ez pontosan akkor all, ha n kano-
nikus alakjaban minden primszam kitevSje k-val oszthaté. Mivel 24 kanonikus alakja 23 - 3,
és 513, ezért /24 irracionalis. Tegyiik fel, hogy p/q = log,, 78, ahol p és ¢ pozitiv egészek.
Ez azt jelenti, hogy 12P/7 = 78, azaz 12” = 787. Ez nem lehet, mert 13 | 789, de 13 1 12P.

10. Adjuk meg egy-egy valodi osztojat a kovetkezs két szamnak: 721 4421 2111 — 1. O
Az ismert azonossagok miatt 7+ 4 | 72 + 42! &5 211 — 1| 21 — 1 (hiszen 11| 1111).

11. Melyek oldhatok meg az alabbi egyenletek koziil? 2% — 4y = 10, 22 + y? = 99999999,
2% +y? = 100000001, 22 + 3% = 1001. O

A harmadik egyenletben z = 10000 és y = 1 megfelels. Az els6 két egyenletet vizsgaljuk
modulo 4. Paratlan szam négyzete 1-et, parosé nullat ad maradékul. Ezért az elsé egyenlet
bal oldala 0 vagy 1 maradékot adhat, a jobb oldal 2-t. A mésodik egyenlet bal oldala 0,
1, vagy 2 maradékot adhat, a jobb oldal pedig 3-at. Ezért ennek a két egyenletnek nincs
megoldasa. A negyedik egyenletben ilyen ellentmondast nem kapunk, még sincs megoldésa.
Ugyanis modulo 7 vizsgalédva négyzetszam 0, 1, 2, 4 maradékot adhat, a jobb oldal viszont
7-tel oszthato. Az 1, 2, 4 szamok koziil semelyik ketts Osszege nem 7. Ezért csak az a
lehetéség marad, hogy 7 | x és 7 | y. De akkor 72 | 2% + y? = 1001, ami ellentmondas.

12. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok korében az x5 — 3° = 3" egyenletet. O

Nincs ilyen x és y. A megoldas hasonlit a 8. feladatsor 32-es feladatdhoz, csak most az
2* —y* = (z — y)((z — y)? + 3zy) azonossigot kell hasznalni. Ha n =0, akkor z —y =1 és
(x —y)? + 3zy = 1, azaz xy = 0, amit kizartunk. Igy 3 | 3" = 2% — 33, Ezért ha 3 | x, akkor
3 | y, és megforditva, tehat az egyenlet 33-nel egyszertisithets. Ha mar 3 1 x és 3 1 y, akkor
x — y nem lehet 1, mert akkor (z — y)? + 3y sem oszthat6 3-mal. Tehat 3 | z — y, de akkor
94 (z—y)?+ 3wy, hiszen 9 | (x —y)?, de 91 3wy. Ezért 4 < (x —y)? + 3zy = 3, ellentmondas.

13. Bizonyitsuk be, hogy n egész szam koziil mindig kivilaszthat6 néhany tgy, hogy az
Osszegiik oszthatd n-nel. Igaz-e ez az allitas n — 1 darab szamra? U

Legyenek a szdmok aq,...,a,. Ha by = ay,bo = a1 + as,...,b, = a1 + ... + a, valamelyike
oszthatd n-nel, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor ezek legfeljebb n — 1-féle maradé-
kot adhatnak n-nel osztva (hiszen nullat nem). A skatulyaelv miatt tehat van kettd, ami
ugyanazt a maradékot adja, mondjuk b; és b;, ahol i < j. Ekkor n | b; —b; = @41 + ... + a;.

Az allitds n — 1 szamra nem igaz, példaul ha mindegyik 1 maradékot ad n-nel osztva,
akkor akarhanyat is adunk 6ssze koziiliik, az 6sszeg maradéka 1 és n — 1 kozott lesz.

14. Maximum héany szam valaszthato ki az {1,2,...,2n} halmazbdl tgy, hogy egyik sem
osztoja a mésiknak? O

Kivalaszthato n darab, ha az n + 1,n + 2,...,2n szdmokat vessziik, az megfelel6. Ennél
tobb nem valaszthato ki. Rendeljiik ugyanis hozz4 minden szamhoz a legnagyobb pératlan
oszt0jat (pl. a 60-hoz a 15-6t). Ha a ¢ és d szamokhoz ugyanazt a t paratlan szamot rendeljiik,
akkor ¢ = 2%t és d = 2%, és igy c és d koziil valamelyik osztoja a méasiknak. Ezért ha
kivalasztunk szdmokat gy, hogy egyik se ossza a masikat, akkor a hozzajuk rendelt paratlan
osztok paronként kiillonbozsk lesznek. De 1-t6l 2n-ig n darab paratlan szam van.
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15. Mutassuk meg, hogy n > 0, k > 0, a > 1 egészek esetén (a" —1,a* —1) =a™® —1. O

Indukciot alkalmazunk n + k szerint. Ha n = k, akkor az allitas nyilvanvalo, igy feltehetd,
hogy n > k. Ekkor (n,k) = (n — k, k), ezért az indukcios feltevés miatt elegendd belatni,
hogy (a" —1,a* —1) = (a"*—1,a*—1). Nyilvan a" — 1 = a*(a" % —1) +a* — 1. Ha d kozos
osztoja a™ — 1-nek és a* — 1-nek, akkor d | a*(a"* — 1). De d sziikségképpen relativ prim
a-hoz, hiszen a* — 1-nek osztdja, és ezért d | a® % — 1. A forditott oszthatosag nyilvanvalo.

20. Legyen f,, a Fibonacci sorozat n-edik tagja (fo = 0, fi = 1, és foi1 = fn + fuo1 ha
n > 1). Igazoljuk, hogy finx) = (fn, fi). Vezessiik le ebbdl, hogy fi | fn akkor és csak akkor,
ha k | n vagy k = 2. O

Az el6z6 megoldashoz hasonloan jarunk el, elég megmutatni, hogy (fn, fx) = (fa—, fr). Tel-

jes indukcioval igazolhato, hogy G (1)) = (f }H ff" > Mivel matrixszorzas asszociativ,
n n—1

MU+ = MUMY tetszéleges u, v pozitiv egészekre, ahonnan fui1fs + fufoo1 = fute. 1gY
fockirSe + fokfoo1 = foo Ezért (fax, fx) | fo- Megforditva, ha d | fx és d | f,, akkor
d | fa—kfe—1. De k szerinti indukcioval konnyen igazolhato, hogy fr_1 és fi relativ primek,
ezért d | fn_r. Tehat (fn, fx) = (fu_k, fx), €s ezzel belattuk a feladat els6 allitasat.

Igy fi | f. pontosan akkor teljesiil, ha Jnky = fe. Ezért azt kell belatni, hogy f, = f,
pontosan akkor teljesiil, ha u = v, vagy ha u és v egyike 1, a masik 2. Ez nyilvidnvald, mert
a Fibonacci-sorozat monoton né, és ha f, = fr.1, akkor fr_1 =0, azaz k — 1 = 0.

16. Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor (5 + 26)” tizedestort alakjaban a
tizedesvesszt kdvetd elsé n jegy egyenld. 0]

Belatjuk, hogy a, = (5 + \/2_6)n + (5 — \/2_6)n egész szam. Valoban, ay = 2, a; = 10, és
azonos atalakitasokkal konnyen igazolhato, hogy a,, .1 = 10a,41 + a, minden n > 0 egészre.
De konnyen kovetkezik az allitds a binomidlis tételbdl is. Viszont 0 < V26—-5< 1 /10. Ezért
ha n pératlan, akkor (5 + \/2_6)n tizedestort alakjaban a tizedesvesszGt kovets elsG n jegy 0,
ha meg n paros, akkor 9-es.

A 17. Feladat kapcsan Freud Robert és Gyarmati Edit: Szamelmélet cimi konyvének
7.5.1. Tétele szerint egy pozitiv egész pontosan akkor all el§ két négyzetszam Osszegeként,
ha a kanonikus alakjidban minden 4k — 1 alak( prim paros kitevén szerepel.

18. Mely paratlan p primekre lesz %’_Tj’l négyzetszam? 0

Csak p = 3 és p = 7 esetén, ekkor a tort értéke 1, illetve 9. Legyen ¢ = (p—1)/2 > 1. Ekkor
2071 — 1= (27— 1)(27+ 1). A két tényezd relativ prim, mert szomszédos paratlan szamok.
Ezért az egyik négyzetszam, a masik egy négyzetszam p-szerese. Ha 29—1 négyzetszam, akkor
4k + 1 alaku, ezért 4429, azaz ¢ < 1, igy p = 3. Ha 29+1 = m?, akkor (m —1)(m+1) = 29,
azaz mindkét tényez6 2-hatvany. De egyikiik nem oszthatd 4-gyel, hiszen a kiilonbségiik 2.
Ezért ez a tényez6 1 vagy 2. A négy esetet végignézve m = 3, ekkor 29 =8, igy p = 7.

19. Igazoljuk, hogy minden k pozitiv egészhez van olyan n, amelyre p(n) = ¢(n+ k). O

Az Euler-fiiggvény képletébdl latjuk, hogy ha m minden primosztoja osztdja n-nek, akkor
w(mn) = mp(n). Legyen p a legkisebb primszam, ami nem osztoja k-nak. Ekkor az el6z6
észrevétel miatt ¢ ((p—1)k) = (p—1)p(k), és ugyanennyi p(pk) = p(p)e(k) = (p—1)p(k) is.
A feladat kapcsan érdemes utdnakeresni a Carmichael-sejtésnek az interneten.



