Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
A 8. eldadds-didhoz tartozo feladatsor feladatainak megolddsai

4, 20. Milyen maradékot adhat egy négyzetszam 3-mal, 5-tel, illetve 8-cal osztva? U

A modulo n maradékokkal valo szamolas azt jelenti, hogy 0sszeg és szorzat n-nel val6 osztasi
maradékat kiszamithatjuk agy is, hogy az eredeti szdmok maradékait adjuk vagy szorozzuk
Ossze, és ennek vessziik az n-nel valo osztasi maradékat. Lasd Kiss: Bevezetés az algebraba,
1.1. szakasz. Példaul a 23 szam négyzetének 5-tel vald osztési maradékat gy szamolhatjuk
ki, hogy a 23-at elosztjuk maradékosan 5-el, a kapott maradékot négyzetre emeljiik, az
eredmény 3 -3 =9, majd a 9-nek vessziik az 5-tel valo osztési maradékat, ami 4.

Ennek alapjan ha a kérdés a négyzetszamok 3-mal valo osztési maradéka, akkor elég a
lehetséges 3-mal valo osztési maradékokat négyzetre emelni. Ezek 02 = 0, 12 = 1 és 22 = 4.
Ez utébbinak is 1 a 3-mal val6 osztasi maradéka. A lehetséges maradékok tehédt O és 1.
Hasonloan a négyzetszamok lehetséges osztasi maradékai 0, 1,4 modulo 5 és modulo 8 is.
Erdemes kiilon kiemelni hogy paratlan szam négyzete 8-cal osztva mindig 1 maradékot ad.

5. Hatarozzuk meg 7'867 utolso szamjegyét. O

A szam utolso szamjegye a 10-zel valo osztasi maradék. Ezért az elz6 megoldasban frottak
alapjan ha 7 hatvanyainak utols6 szamjegyeit keressiik, akkor minden 7-tel valé szorzas utan
csak az utolsé szamjeggyel kell tovabb szamolni. Igy 72 = 49 maradéka 9, ezért 7° maradéka
9.7 = 63 maradéka, azaz 3, és igy tovabb, 74 — 1, 7° — 7, 7% — 9, 77 — 3, 7® — 1.
A képrési szabalybol kévetkezik, hogy a maradékok négyesével periodikusan ismétlGdnek:
1,7,9,3. A 4-gyel oszthato6 kitevék 1 maradékot adnak, a 4k + 1 alakdak 7 maradékot, és igy
tovabb. Mivel az 1867 kitevs 4-gyel osztva 3 maradékot ad, ezért 7'%7 utolso szamjegye 3.

3. Igazoljuk, hogy minden n > 1 egészre 8 | 5 + 2 - 3771 4 1. U

Elsd megoldds: n szerinti teljes indukcioval. Ha n = 1, akkor a kifejezés értéke 8. Azonos
atalakitassal 57+ 4+ 2. 3+ 1=1) 11 = 5(57 423771 £ 1) — 4(3"71 4 1). Az els6 tag az
indukcios feltevés miatt oszthato 8-cal, a masodik pedig azért, mert 3! + 1 paros szam.

Mdsodik megoldds: Az el6zGek alapjan 5™ és (—3)" ugyanazt a maradékot adjak 8-cal osztva.
Azonos dtalakitassal (—=3)" +2-3""1+1=14+3""12-3-(=1)""'). A 3 szam maradékai
kettesével periodikusak modulo 8, péaros kitevd esetében 1, paratlan kitevére 3 a maradék.
Ezért az eredmeény 1+ 3+ (24 3) = 16, illetve 1 + 1+ (2 — 3) = 0, mindketts 8-cal oszthato.

6. Miért nem lehet 100 paratlan szam reciprokosszege 17 Nehezebb: adjunk meg 100 kiilon-
b6z6 pozitiv egész szamot, amelyek reciprokosszege 1. 0

Hozzuk a torteket kozos nevezére. A nevez$ péaratlan lesz, mert paratlan szamok legkisebb
kozos tobbszorose is paratlan. A szamlaloban 100 darab paratlan szam Osszege all, ami
paros. Ezért a szamlalo és a nevezd nem lehetnek egyenlék.

A nehezebb kérdés megvélaszolasahoz induljunk ki az (1/2)4(1/3)4(1/6) = 1 osszefiiggés-
bél. Osszuk el ezt 2-vel, és az eredményhez adjunk 1/2-et: 1= (1/2)+(1/4)+(1/6)+(1/12).
Csupa kiilonb6z6 nevezéket kaptunk, mert az tjonnan beirt tértek mind kisebbek 1/2-nél.
Az eljarast folytathatjuk, az el6z6 egyenletet mindig 2-vel osztva. Igy az 1-nek megkapjuk
olyan elGallitasait, ahol a tortek szama akadrmilyen 2-nél nagyobb szam lehet.

7. Lehet-e 1! + 2! + 3! 4+ ... 4+ 100! két egymast kovets egész szam szorzata? U

Nem, mert két egyméas utani szam szorzata péaros, 1! + 2! 4+ 3! + ... + 100! pedig paratlan.
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8. Hatarozzuk meg a felirt szam hidnyz6 szamjegyeit gy, hogy teljesiiljon az oszthatosag:
36 | 5222y, illetve 99 | 62xy427. a

Mivel 4 és 9 relativ primek, egy szam pontosan akkor oszthat6 36-tal, ha oszthato 4-gyel
és 9-cel is. Az oszthatosigi szabalyok alapjin ez akkor teljesiil, ha egyrészt 4 | 2y = 20 + v,
masrészt 9 | 5+2+z+2+y=x+y+9. Ezért y € {0,4,8}. Az y = 0 esetben z = 0,
vagy 9, ezért az 52020 és 52920 megoldasokat kapjuk. Az y mésik két értékébsl az 52524 és
52128 megoldasok addédnak. A feladat masodik kérdése esetében a 11-gyel vald oszthatosagi
szabaly szerint 11 |6 —2+x —y+4—2+7, tovabba 9 |6 +2+x+y+4+2+ 7. Mivel
és y egyjegyd, x —y € {9, -2} és x +y € {6,15}. Az egyetlen megoldas 6224427.

9. Bizonyitsuk be, hogy 13 | abcabc mindig teljesiil. 0
abcabe = 100000a + 100006 + 1000¢ 4 100a + 10b + ¢ = 1001 - abe, és 1001 = 7- 11 - 13.

10. Tegyiik fel, hogy az (a, b, ¢ szdmjegyekbdl 4llo) abc haromjegyt szam oszthato 37-tel.
Mutassuk meg, hogy ekkor a bca szam is oszthato 37-tel. U

abc) — bea = 999a = 37 - 33a.

11. Egy 3 x 3-as tablazatba kiilonboz6 szamjegyeket irtunk ugy, hogy a sorokbol (balrol
jobbra) és az oszlopokbdl (feliilrél lefelé) kiolvashatoé hat darab, tizes szamrendszerbeli ha-
romjegyl szdm mind oszthaté 6-tal. Mutassuk meg, hogy a hat szam koziil pontosan egy
oszthato 5-tel. Adjunk is meg egy megfelels kitoltést. OJ

Mind a hat hdromjegyt szdm paros szamjegyre végzédik. Ezért mind az 6t paros szdmjegy-
nek szerepelnie kell a tablazat 6t megfelels helyén, vagyis a jobb oldali oszlopban és az als6
sorban, és igy itt paratlan szamjegy, pl. az 5 nem szerepelhet. Teh&at 5-re végz6ds szam
nincs, 0-ra végz6ds meg csak ugy lehetne egynél tobb, ha a 0 a jobb alsé sarokban lenne. De
ez lehetetlen, mert a paros szamjegyek kozott csak a 0 és a 6 oszthato harommal, és ezért a 6
és 0 nem szerepelhet egy szdmban. A szamjegyek Osszege oszthatd 3-mal, és 0+1+24...+9
is, igy a 10 szamjegybdl egy péaratlan, harommal oszthato kell, hogy kimaradjon, tehat a 3
vagy a 9. Példaul megfelels, ha a sorokba a 372, 150, 864 szamokat irjuk.

12. Egy egész oldalu téglalap teriiletének és keriiletének a mérészama megegyezik. Mekkorak
lehetnek a téglalap oldalai? 0

A megoldas kulcsa a szorzatta alakitas. Ha az oldalak a és b, akkor 2a + 2b = ab, mindkét ol-
dalhoz 4-et adva 4 = (a—2)(b—2). Ezért a—2 | 4. Dea—2 > —2, ezért a — 2 € {—1,1,2,4}.
A megfelels b értékek rendre —2,6,4,3. A feltételeknek tehat egybevagosag erejéig a 4 ol-
dalhossziisagi négyzet, vagy a 3 és 6 oldalhossziisagi téglalap felel meg.

13. Egy sokszog atloinak szdma primszam. Hany oldald a sokszog? 0

Legyen n a sokszog csiicsainak a szama, nyilvan n > 3, mert a hdromszégnek nincs atloja, a
0 pedig nem primszam. Az atlok szama n(n—3)/2 (mert minden csticsbol n—3 4tlo indul, és
minden atlot kétszer szamoltunk). Ha n paros, akkor (n/2)(n—3) két pozitiv egész szorzata,
ami primszam, és igy valamelyik tényezd 1. Mivel n/2 > 1, ezért n — 3 = 1, és egy négyszog
atloinak a szama 2, ami tényleg prim. Ha n paratlan, akkor n és (n — 3)/2 egyike lesz 1,
ahonnan n = 5 adodik. Ez is megoldas, mert az 6tszog atloinak szdma, 5 is primszam.



BSc Algebra és szamelmélet, a 8. el6adas-dia gyakorlata, megoldasok 3
21. Tgazoljuk, hogy 6 | n(n* + 5) minden n egész szamra. O

Az egyik tényezG paros, a mésik paratlan, ezért a szorzatuk paros. Ha n nem oszthat6 3-mal,
akkor n?+5 maradéka 0 lesz modulo 3, ezért a szorzat 3-mal oszthato. Mivel (2,3) = 1, ezért
oszthatd 6-tal is. Alternativ megoldasként a modulo 6 maradékokat végigprobalgathatjuk.

22. Bizonyitsuk be, hogy ha 5a + 90 oszthat6é 23-mal, akkor 3a 4 100 is oszthato 23-mal. [J

Ejtsiik ki b-t: 10(5a + 9b) — 9(3a + 10b) = 23a. Ezért 23 | 9(3a + 10b). Mivel (23,9) = 1,
ezért 23 | 3a + 10b. Szabély: ha a | bc és (a,b) = 1, akkor a | c.

23. Igazoljuk, hogy ha 27|abc, akkor 27|bca. O
27 | abc — bea = 9(11a — 10b — ¢) = 9(12a — 9b — (a+ b+ c)), mert 3 | a + b+ c.
24. Mely p porzitiv egész szdmokra lehet p, p + 2 és p + 4 egyszerre prim? 0

A szamok egyike oszthatd harommal, és mivel prim, csak 3 lehet. De p 4+ 2 > 4, igy p = 3.
Ez tényleg megoldas, mert 3, 5, 7 primszamok.

25. Halhatatlan kapitanynak harom halhatatlan unokija van, akiknek az életkora harom
kiilonb6z6 prim, és ezek négyzetdsszege is prim. Hany éves a kapitany legkisebb unokaja? [

Legyenek 2 < p < ¢ < r az unokak életkorai. Ha e szamok egyike sem oszthat6 harommal,
akkor 3 | p* + ¢* + r* > 3, igy nem lehet prim. Ezért p, ¢, r egyike 3. De p # 2, mert akkor
p?+q?+1r? > 2 paros lenne. Ezért a legkisebb unoka csak 3 éves lehet. Ez meg is valosulhat,
mert pl. 32 4+ 52 + 72 = 93 primszam.

26. Oldjuk meg a primszamok kérében a p? — 2¢® = 1 egyenletet. O
Nyilvan p paratlan, de akkor 4 | p? — 1 = 2¢?, és ezért 2 | ¢, azaz ¢ = 2 és p = 3.

27. Adjunk meg végtelen sok olyan n-et, amelyre 29 | 2" 4 5. U
Ha m paratlan, akkor a + b | a™ + b™. Ezért ha n = 4k + 2, akkor 22 + 5% | 2" + 5™,

14*. Hatarozzuk meg azokat az n természetes szaimokat, melyekre n* + 4 primszam. 0J

Mivel n* +4 = (n? —2n+2)(n? +2n +2), és ez két pozitiv tényezd, ezért a kisebbik 1, és igy
n =1, ami j6, mert az 5 prim. E szorzatta alakitast komplex szdmokkal is vizsgalni fogjuk.

15. Adjuk meg az Osszes olyan n > 0 egész szamot, amelyre n? + n + 1 négyzetszam. 0
Mivel n? <n?+n+1< (n+1)2, és ez két szomszédos négyzetszam, ezért n = 0.
16. Adjuk meg az Osszes olyan n természetes szamot, amelyre 1+ 2 + 2" négyzetszam. [

Legyen ez a szam m?2. A 3-mal val6 osztasi maradékokat vizsgalva latjuk, hogy n = 2k paros.
Ezért 3-683 = 1 + 2" =m? — 2" = (m — 2%)(m + 2%), és itt 683 prim. Ezért m — 2% értéke
1, vagy 3, és m + 2% = 2049, illetve 683. Ezért 28 = 1024 vagy 340, utébbi nem 2-hatvany.
A k=10, azaz n = 20 megfelels, mert 1 + 21 + 220 = (1 4 210)2,

17. Igazoljuk, hogy 2" | (n+ 1)(n+2)...(2n). O

(n+1)(n+2)...2n)  (2n)!
o = =13 (21,
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28. Igazoljuk, hogy ha 3 1 k, akkor 7 | 1% + 4% 4 9%, O
A 9 helyett 9 — 7 = 2-t frhatunk. A 2 hatvanyai harmasaval periodikusak modulo 7, a
periodus 1,2, 4. Ezért ha k = 3m+ 1, akkor 1¥ +4% 4+ 2% = 1 4+ 2% 4 22* maradéka 7-tel osztva
1+ 2+ 4 =7 maradéka, azaz 0, ha meg k = 3m + 2, akkor 1 +4 + 2 = 7 adédik. Masodik
megoldast kaphatunk annak felhasznélaséval, hogy 3 1 k esetén 1+ + 22 | 1+ 2% +22% errdl
a korosztasi polinomok kapcsan lesz majd szo.

29. Oldjuk meg a 3" + 4™ = 5" egyenletet a pozitiv egész szamok korében. 0

Han > 2, akkor 3" +4" =9-3"2416-4"2<9-5"24+16-5"2=5". Azn =1 nem jo,
az n = 2 igen. A 3" 4+ 4" < 5" egyenlGtlenséget 4™-nel valo osztassal is igazolhatjuk.

30. Igazoljuk, hogy végtelen sok 4k — 1, illetve 6k — 1 alaka (pozitiv) prim van. O

Tegyiik fel, hogy csak pq,...,p, ilyen. Az N = 4p;...p,, — 1, illetve N = 6p;...p, — 1
szamnak van 4k —1, illetve 6k —1 alakt primosztoja. Ez py, ..., p,, mindegyikétsl kiilonbozo.

31. Igazoljuk, hogy a 22" — 1 szamnak legaldbb n kiilonboz6 (pozitiv) primosztoja van. [

Teljes indukcioval bizonyitunk, n = 1-re a 3 megfelel§. Nyilvan 22" —1 = (22" —1)(22" +1),
és itt a tényez6k relativ primek, hiszen paratlan szamok, melyek kiilonbsége 2. A méasodik
tényezé nagyobb, mint 1, ezért van egy p,y1 primosztoja, ami tehat az els tényez6 prim-
oszt6itol kiillonbo6z6. Utobbinak az indukcids feltevés miatt van n darab kiilonb6z6.

18. Hatarozzuk meg a (21”), (2:?), ey (257_‘1) szamok legnagyobb koz0s osztojat. O

A 2n legnagyobb 2-hatvany-osztoja, mert e szamok dsszege 2271, és k(%) = 2n(%")).

19. Adjunk meg végtelen sok olyan n természetes szamot, amelyre n | 2" 4 1 teljesiil. 0
n = 3% megfelels (indukcioval, az a® + 1 = (a + 1)((a + 1)? — 3a) azonosség miatt).

32. Adjuk meg az §sszes olyan (pozitiv) primszamot, aminek alkalmas (pozitiv egész kitevés)
hatvanya felirhato két pozitiv egész szam kdbének az Osszegeként. 0
Eredmény: (2F)% + (2F)3 = 23+ dlletve (2 - 3F)3 4 (3F)3 = 33%+2. Otlet: Hasznaljuk az
a® 4+ b* = (a+ b)((a + b)* — 3ab)) azonosségot annak megmutatésara, hogy ha p > 3 prim,
és a® + b = p™, akkor p | a és p | b, majd osszunk p*-nel.

33. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan nem konstans egész egyiitthatos f(x) polinom, amely

az xr valtoz6 minden egész értékére primet vesz fel. 0

Legyen p = f(0). Ekkor p | f(pk) minden k-ra, igy f(kp) = +p. De egy nem konstans
polinom egy adott szamot csak véges sok helyen vehet fel értékként (lesz algebrabol).

34. Bizonyitsuk be hogy k¢ 4+ 1 darab pozitiv egész szam koziil mindig vagy kivalaszthato
k + 1 darab olyan, amelyek koziil egyik sem osztoja a masiknak, vagy pedig ¢ + 1 darab
olyan, amelyek sorba rakhatok gy, hogy mindegyik szam osztéja a kovetkez6 szamnak. [

Indukci6 ¢ szerint, ¢ = 0 esetén igaz. Legyenek aq, ..., a,, azok a szdmok, amelyek nem osztoi
semelyik masik megadott szamnak. Nyilvan mindegyik megadott szam osztdja valamelyik
a;-nek. Ha m > k + 1, akkor aq,...,a,, teljesitik az els6 feltételt. Ha m < k, akkor az a;

szamokat hagyjuk el. Marad legalabb k(¢ — 1) + 1 szam, alkalmazzuk az indukcios feltevést.
Ha van by | ... | by sorozat, akkor b, osztoja valamelyik a;-nek, azt vegyiik hozza.



