Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
Az 8. és 4. eldadds-didhoz tartozo feladatsor

1. Szémitsuk ki az alabbi Gsszegeket és szorzatokat.
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Irjuk 5l a szumma jelolés segitségével (Z?:l ai) ( > im1 bj) beszorzott alakjat.

2. Bgyszertsitsikk: /8 - v4; ( "*\1/5)"271; (zM)2(x2)2- - (2% 22 ... 2. Nehezebb
kérdés: fel tudjuk-e irni az utols6 képletben az x kitevGjét zart alakban?

3. Oldjuk meg az 2> + 322 + 32+ 1 = 0 és 23 4 322 + 32 + 2 = 0 egyenleteket.

4. Alakitsuk szorzatta az a® + b? kifejezést. Gyoktelenitsiik az alabbi tortek nevezgsijét:
2++3 1 1 1
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5. (K1.2.4) Alakitsuk szorzatté az x? —8x + 15 kifejezést. Adjuk meg az u+v = 8, uv = 15,
majd az u + v = 14, uv = 49 egyenletrendszer 6sszes valos megoldasat.

6. (*) Alakitsuk szorzatta az x* + 4 kifejezést.

7. Végezziik el az alabbi miveleteket a polinomok korében, és allapitsuk meg az eredmény
fokat: (a® + 322 4+ 2) — (2 + 3z — 4), (2% + 22 + 3)(2* + 3).

8. Mi lesz a 20-adfoku tag egyiitthatoja a (22'° 4+ 2° — 1) (2% + 2! — 27 + 3z) polinomban?
9. Egy tizedfoku és egy n-edfoki polinom 6sszege 6todfoka. Mik n lehetséges értékei?
10. (*) Igazoljuk, hogy x — sin(z), illetve x +— 1/x (x # 0) nem polinomfiiggvény.

11. Emeljiik ki az  — 1 gyoktényez6t az 2® — 7o + 6 polinombol, majd hatarozzuk meg az
Osszes gyokét.

12. (2.4.14) A Horner-elrendezés segitségével dontsiik el, hogy az f(r) = 2% —dat+23—2%+4
polinomnak gy6ke-e a 2 szam, és irjuk is fel f(x)-et (x — 2)g(x) + f(2) alakban.

13. Tteralt Hornerrel irjuk fel az f(z) = 22° — 62* + 523 — 422 + 3z — 3 polinomot (z — 1)
polinomjaként, azaz keressiik meg azt a g(x) polinomot, melyre f(z) = g(z — 1).

14. (2.4.16) Az n-edfoku f(x) polinomba behelyettesitjiik a b szamot. Hany szorzasra van
szitkség f(b) kiszamitasahoz, ha egyaltalan nem triikkoziink; ha a b hatvanyait elére kisza-
moljuk; ha a Horner-elrendezést hasznaljuk?

15. (2.4.20*) Van-e olyan f € Z[z], melyre f(10) =400, f(14) = 440 ¢s f(18) = 5207
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16. (2.4.26*) Ha az f € Z[x] polinom négy kiilonb6zs egész helyen is felveszi az 5 értéket,
akkor felveheti-e egy egész helyen a 12-t7

17. (2.5.11) Hanyszoros gyoke az z* — 23 — x + 1 polinomnak az 1?7 (Iteralt Horner).

18. Adjunk példat olyan 1640 foku polinomra, melynek az 1 pontosan tizszeres, a —1 pedig
pontosan 20-szoros gyoke.

19. Ha az 1 (pontosan) 6tszords gyoke f-nek és hatszoros gyoke g-nek, akkor hanyszoros
gyoke f + g-nek, illetve f + g + fg-nek?

20. Igazoljuk, hogy z? + bx + c-nek pontosan akkor van kétszeres gyoke, ha b* = 4c.

21. Ha egy harmadfoka polinomnak van kétszeres gyoke, akkor hany (valos) gyoke van?
Hény valos gyok lehet, ha a polinom negyedfoku?

22. (*) Mutassuk meg, hogy az x® + pr + ¢ polinomnak akkor és csak akkor van legalabb
kétszeres gyoke, ha 27¢ + 4p® = 0.

23. (*) Bizonyitsuk be, hogy a >_,_, 2" /k! polinomnak nincs tébbszérds gydke.

24. (3.3.16) Adjuk meg a 22* + 3z + 5 polinom racionalis gyokeit.

25. Hatarozzuk meg azt a ¢ szamot, melyre a 6x* + 23 + 2322 + 42 + ¢ polinomnak gyoke
az 1/3, majd irjuk fol gyoktényezds alakban a kapott polinomot.

26. (*) Legyen f(r) = 6x* + 352° + 622% + 357 + 6. Irjuk fol f(x)/z*-et x + (1/x) polinom-
jaként, majd keressiik meg a gyokeit.

27. (*) Legyen f(x) = ap+ a1z + ...+ a,a™ € Rlz| paros foka polinom, amely ,feje tetejére
allitva is 6nmaga”, azaz a; = a,_; minden 0 < i < n esetén, és ag # 0. Mutassuk meg, hogy
f(x)/z™/? felithato x + (1/x) polinomjakeént.

28. (3.5.8%) Legyen f(z) = ap + a1z + ... + a,2™ € Rlz], ahol ag és a, nem nulla, és
g(x) = ap + a1z + ... + apz™. Igazoljuk, hogy a g polinom R-beli gytkei pontosan az
f gyokeinek a reciprokai (multiplicitassal szamolva is).

29. (**) Hany harommal nem oszthato egyiitthatoja van az (x + 1)™° polinomnak?



