Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
A 28. eldadds-didhoz tartozo feladatsor feladatainak megolddsai

1. Hatarozzuk meg az alabbi elemrendeket: 07(2), 07(3), 017(3), 0128(5), 025(2), 0100(3). O

Hasznalni fogjuk, hogy az elemrend minden ,,j6” kitevének osztoja, specidlisan ¢(n)-nek is.
Ezért o7(a) | ¢(7) = 6. A 2 hatvanyai 2, 4, 2° = 8, utobbi az elsG, ami 1-et ad maradékul
7-tel osztva, ezért 07(2) = 3. A harom hatvanyai 3, 9, 3% = 27, ezek egyike sem kongruens
1-gyel mod 7. Ezért 07(3) > 3, de osztdja 6-nak, és igy csak 6, lehet, azaz a 3 primitiv gyck
mod 7. Hasonloan 017(3) | ¢(17) = 16, azaz 2-hatvany. Ezért elég kiszamolni a 2-hatvanyadik
hatvanyait, ami ismételt négyzetre emeléssel lehetséges: 32 = 9, 3* = 92 = 81 = —4 (17),
végiil 3% = (—4)? = —1 (17). Ezért 16 a legkisebb jo kitevs, azaz 017(3) = 16, ez is primitiv
gyok. Mivel ¢(128) = 64 is 2-hatvény, itt is ismételt négyzetre emeléssel szamolhatunk, az
eredmény o0195(5) = 32. A 25 esetében ¢(25) = 20 mar nem 2-hatvany. Itt azt kell észrevenni,
hogy a 20 szam valodi osztoi mind osztoi vagy 20/2 = 10-nek, vagy 20/5 = 4-nek, ezek az
ugynevezett maximalis osztok. FEzért ha o95(2) kisebb lenne 20-nél, akkor osztoja lenne 10-
nek vagy 4-nek, és akkor 2% vagy 2!° kongruens lenne 1-gyel mod 25. De sem 2% = 16, sem
210 = 1024 nem ilyen, és ezért 0y5(2) = 20, ez is primitiv gyok. Veégiil ¢(100) = 40, aminek a
maximélis 0szt6i 8 és 20. Modulo 100 szamolva ismételt négyzetre emeléssel 3% = 61 (100),
310 =61-9 =49 (100), és ismét négyzetre emelve 32° = 1 (100). Vagyis 0100(3) nem osztoja
sem 8-nak, sem 10-nek, de 20-nak igen, és ezért csakis 20 lehet, ez nem primitiv gyok.

2. Adjunk meg olyan szdmot, ami egyszerre primitiv gyok modulo 11 és modulo 14 is. [J

Az el6z6 feladat modszerével 2 primitiv gyok mod 11 és 5 primitiv gyok mod 14 (rendjiik 10,
illetve 6). Tehat az az x szam jo lesz, amire x = 2 (11) és =5 (14). A kinai maradéktétel
alapjan egyértelmii megoldas van modulo 11 - 14. Végigszamolva x = 101 megfelels.

3. Keressiink primitiv gyokot mod 23, készitsiink logaritmus-tablazatot, majd oldjuk meg a
11217 = 3 (23) és a 4 - 9% = 16 (23) kongruenciékat. O
Némi probalgatassal kideriil, hogy az 5 primitiv gyok lesz mod 23, a tablazat:

5(0[1]2] 3|4] 5]6] 7| 8] 9/10[11[12[13[14[15[16]17[18[19]20|21|
\5"‘1‘5‘2‘10\4\20\8\17‘16‘11\ 9‘22\18‘21\13‘19‘ 3‘15\ 6\ 7‘12\14‘
(ha alulrol f6lfelé olvassuk, akkor ez az 5 alapt diszkrét logaritmus tablazata mod 23.) ElGszor
Jeosztunk” 11-gyel, azaz megoldjuk a 11z = 3 (23) kongruenciat. A tanult modszerrel azt
kapjuk, hogy z = 17 (23). Utana vessziik az 2'7 = 17 (23) kongruencia 5 alapii logaritmusat,
az eredmény 17y =7 (22), ahol y = logs »3(x), hiszen a téblazat alapjan logs 43(17) = 7. Ezt
a linearis kongruenciat ismét a hagyomanyos modszerrel megoldjuk, az eredmény y = 3 (22).
Innen a téblazatbol x = 5% = 10 (23).

A masodik kongruenciat 4-gyel egyszertsitjiik, ezt szabad, mert (4,23) = 1. A kapott

9* = 4 (23) nem binom kongruencia, mert az ismeretlen = a kitev6ben van. Logaritmust
véve 10x =4 (22), azaz bx = 2 (11). A megoldas z =7 (11).

4. Hany megoldéasa van az z'® = 6 (29) kongruencianak? O

A tanult tétel (lasd 28. elGadas-dia, 3. oldal) szerint a kongruencia pontosan akkor oldhato
meg, ha 62%/0828) — g4 = 1 (29). Ez igaz (valojaban 059(6) = 14). A tétel szerint a
megoldasok szama (18,28) = 2 modulo 29. A feladat nem kérdezte a megoldasokat, ha
valaki gyakorolni akar, akkor a 2 primitiv gyok mod 29, és a megoldasok = = 3,26 (29).
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5. Mely p primszamokra és k és a természetes szamokra teljesiil, hogy az 2* = a (p) kong-
ruencianak pontosan p — 2 megoldasa van? 0

Ha (a,p) = 1, akkor az iménti tétel szerint az a®~1/*»=1) =1 (p) ésa (k,p—1) =p — 2
feltételeknek kell teljesiilnie. De p—2 | p—1 csak p = 3 esetén lehetséges. Ekkor (k,p—1) =1
akkor igaz azaz k paratlan. Teljesiilnie kell még az a® = 1 (2) kongruencidnak is de ez mindig
figy van, mert (+1)®> = 1. Ha viszont p | a, akkor z = 0 (p) az egyetlen megoldés, ezért
p—2=1¢s p=3. Illyenkor k tetszGleges.

6. Szamitsuk ki az alabbi Jacobi-szimbolumokat: (579?), (1223267), (%), (%), (%11;’1)

Minta: 28. eladés-dia, 10. oldal (;3?) = 0, mert (—99,207) # 1 (hiszen a 3 kozds 0szt0).

(P25 = (2‘25) = (55) (235) = (-1 D2((- )08 = 1,

(5) = G (=)™ = (2—)=—( ) —(-1)*=-1.

(f505) = (%) =) =) &) =0E) =-G) =-1
(1) = (i) = (@m) = 1
7. Bizonyitsuk be, hogy ha a rendje 3 modulo p (prim), akkor a + 1 rendje 6. O

Ha a rendje 3, akkor p | a®—1= (a—1)(a*+a+1),depta—1,ésigy p|a*+a+1. Legyen
b= a+1, ekkor p | > —b+1 = a®>+a+1. Itt p # 3, mert mod 3 nincs harmadrendi elem. Ezért
alkalmazhatnank a 27. dia 9. oldalanak aljan 16vé tételt, hiszen 22 —2+1 a hatodik korosztasi
polinom. Ehelyett direkt bizonyitast adunk: vegyiik észre, hogy b* = a* + 2a + 1 = a (p).
A hatvany rendjének képlete miatt 3 = o,(a) = 0,(b*) = 0,(b)/(0,(b),2). Ezért o,(b) csak 3
vagy 6 lehet. Azonban ha p | v® —1 = (b+ 1)(0> — b+ 1) + 2, akkor p | 2, ami nem lehet,
mert p | b* — b+ 1, ami paratlan.

9. Igazoljuk az elemrend felhasznaldsaval is, hogy (a" — 1,a™ — 1) = a™™ — 1. O

Legyen d = (a™ — 1,a™ — 1). Ekkor d | a™ — 1 és ezért ™ = 1 (d), azaz n jo kitevGje
a-nak mod d, és igy og4(a) | n. Hasonléan og4(a) | m. Ezért o4(a) | (n,m), azaz (n,m) is jo
kitevs, és igy d | ™™~ A masik iranyt oszthatésag nyilvanvalé, de itt is lehet hasznalni
az elemrendet: legyen ¢ = a™™ =1 ekkor o.(a) | (n,m) | n, ezért ¢ | a® — 1. Hasonléan
cla™—1,ésezért c| (a™—1,a™ —1).

10. Legyenek 1 < a,n egészek. Igazoljuk, hogy n | p(a™ — 1). O

Mivel (a,a™ — 1) = 1, elég belatni az Euler—Fermat-tétel miatt, hogy o4n_1(a) = n. Nyilvan
a”—1]a*—1hak=n, de ha k < n, akkor nem, mert ilyenkor a™ — 1 > a* — 1.

11. Adjunk meg egy primitiv gyokét modulo 625, és egy olyan szamot is, ami modulo 5
primitiv gyok, de modulo 625 nem. 0

Mod 5 a primitiv gyokok 2 és 3 (és minden mas is, ami ezekkel kongruens mod 5). A 27. dia
12. és 13. oldalan szerepel, hogy ha ¢ primitiv gyok mod 5, akkor g vagy g+ 5 primitiv gyok
mod 25, és ha g primitiv gyok mod 25, akkor primitiv gyok minden nagyobb 5-hatvanyra is.
A megforditas nyilvanvalé: ha g hatvanyai kiadjak a mod 625 redukélt maradékosztalyokat,
akkor kiadjak a mod 25 redukalt maradékosztalyokat is. Ezért mod 25 érdemes vizsgalodni.
A 2 rendje 20, a 2+ 5 = 7 rendje 4 mod 25. Ezért a 2 primitiv gyok mod 25, a 7 pedig
mod 5 igen, mod 625 nem.
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13/1. 322 + 52 +5=0 (13). O

A 713 testben hasznaljuk a masodfoku egyenlet megoldoképletét. A négyzetgyok alatti kife-
jezés 52 —4-3-5 = —35 =4 (13). Ennek négyzetgyoke +2, a megoldasok 1 és 5 mod 13.

13/2. T2 +8x =5 (17); O
Szintén a megoldoképlettel a gyok alatt 0 all, a kétszeres gyok = = 14 (17).
13/3. 62 + 2% + 52 = 0 (23); O

A kis-Fermat-tétel miatt 2?® = z (23), ezért 2% helyébe 23 irhato. Az x = 0 (23) megoldas.
Egyszertisitve 62 + 2* + 5 adodik, ami z%-re masodfokt egyenletet ad Zos-ban. A gyokkép-
lettel megoldva z? = 18,22 (23). Mivel 23 egy 4k — 1 alaki prim, a —1 = 22 nem kvadratikus
maradék. A 18 igen, a két négyzetgydke £8, hiszen 64 —18 = 2-23. Igy harom megoldas van.

13/4. 22'"+ 52 + 1 =0 (19). O

Az x = 0 nem megoldas, de ha x nem nulla, akkor z'® = 1 (19). Ezért z-szel szorozva az
522 4+ x + 2 € Zyy|z] polinomot kapjuk. Nincs megoldés, 12 — 4 - 5 - 2 nemmaradék mod 19.

8. Legyen p > 2 prim és (a,p) = 1. Igazoljuk, hogy o,(a) pontosan akkor paros, ha létezik
olyan s, amelyre a®* = —1 (p). O

Ha a = ¢" (p), ahol g egy primitiv gyok, akkor o,(a) = (p — 1)/(n,p — 1) a hatvany
rendjének képlete miatt. Mivel g?~1/2 = —1 (p), ezért az a® = —1 (p) kongruencia g alapt
logaritmusat véve sn = (p—1)/2 mod (p— 1) adédik. Ez pontosan akkor oldhato meg s-re,
ha (n,p—1)| (p—1)/2, azaz ha 2 | (p — 1)/(n,p — 1). Mdsodik megoldds: Ha o,(a) = 2k,
akkor (a¥)? =1 (p), de a* # 1 (p). Mivel p prim, az 1-nek csak +1 lesz négyzetgydke, tehdt
a® = —1 (p). Megforditva, ha a® = —1 (p), akkor a*® =1 (p), ezért o,(a) | 2s, de o,(a) 1 s.
De ha o,(a) paratlan lenne, akkor o,(a) | 2s-b6l kévetkezne, hogy o,(a) | s.

12. Legyen o > 3. Igazoljuk, hogy 02 (5) = 2°72 illetve hogy a {£5F | 0 < k < 2°72%}
szamok redukalt maradékrendszert alkotnak modulo 22, O

Ez a Freud-Gyarmati-kdnyvben a 3.3.12-es feladat, megoldéassal.

14. Ha p paratlan prim, akkor szamitsuk ki az (Il)), (%), e (’%1) Legendre-szimbolumok

Osszegét és szorzatat. 0
Az 6sszeg 0 lesz, hiszen ugyanannyi kvadratikus maradék és nemmaradék van, nevezetesen
(p —1)/2. A szorzat Wilson tétele miatt (<) = (—1)=1)/2,

15. Bizonyitsuk be, hogy ha 1999 | a® + 2b%, akkor 1999 | a és 1999 | b. O

Ha 1999 | b, akkor 1999 | a. Ha nem, akkor megoldhat6 c-re a ¢b = 1 (1999) kongruencia.

Ezért (ac)? = —2(bc)* = —2 (1999). De (555) = —1, ellentmondas.

17. Tgazoljuk, hogy egy pitagoraszi szamharmas tagjainak a szorzata oszthato 60-nal. [

Mivel 3,4,5 paronként relativ primek, az altalanos megoldést felirva elég belatni, hogy ha
m és n egyike paros, akkor 3,4,5 | (m? — n?)2mn(m? +n?) = 2mn(m* —n*). Nyilvan 4-gyel
oszthato. Oszthatod 5-tel is, mert ha m és n valamelyike oszthaté 5-tel, akkor igaz, ha nem,

akkor m* —n*=1-1=0 (5). Ugyanez miikddik 3-ra is, mert ha 3 { k, akkor k* =1 (3).



