Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
A 24. eldadas-didhoz tartozo feladatsor

1. (3.1.29) Igaz-e a 2z | 322 oszthatosig rendre a C, R, Q, Z fol6tti polinomok korében?
2. (3.3.14) Bontsuk 6(z* — 2)(2? + 1)-et C, R, Q, Z f616tt felbonthatatlanok szorzatéra.

3. (3.5.4) A Schonemann-Eisenstein kritérium az alabbi polinomok koziil melyekre alkal-
mazhato kozvetleniil: z'' + 2z + 18, ! + 22 + 12, 2™ + 122 + 5, ' + n (mely n-ekre?).

4. (3.5.5) Legyen f raciondlis egyiitthatos polinom. Igazoljuk, hogy f pontosan akkor irre-
ducibilis Q f6l6tt, ha valamelyik eltoltja (vagyis az f(z+c¢) polinom, ahol ¢ € Q) irreducibilis
Q folott. Igazoljuk ennek segitségével, hogy x* + 1 irreducibilis Q folott.

5. (3.5.10) Felbonthatatlan-e Z[z]-ben az z* + x + 1 polinom?

6. (3.5.11%*) Legyen p prim, és f € Z[z| egy n-edfoku polinom, ahol n > 1, és 0 < k < n.
Jelolje f € Z,[z] az f-et modulo p véve. Az alébbi allitasok koziil melyek igazak?

(1) Ha f irreducibilis Z folott, akkor f irreducibilis Z, folott.

(2) Ha f irreducibilis Z, f5ltt, akkor f irreducibilis Q folott.

(3) Ha f irreducibilis Z, folott, és f foka n, akkor f irreducibilis Z folott.

(4) Ha f irreducibilis Z, f6lott, és f foka n, akkor f irreducibilis Q folott.

(5) Ha f-nek van Z folott k-adfoku tényez6je, akkor f-nak is van k-adfoku tényezdje.

(6) Az el6z6 allitas akkor, ha azt is tudjuk, hogy f foka n.

7. (3.5.6) A 62" + 3z + 1 polinomot a 3 primszam segitségével vizsgalva igazoljuk, hogy
irreducibilis Q f6l6tt. A kapott gondolatmenetet probaljuk meg altalanositani.

8. (3.5.9) Az 2" + 2% + x + l-et Z, felett vizsgalva igazoljuk, hogy irreducibilis Q felett.
9. Bontsuk z° — 22* + 322 + 1022 — 22 + 1-et irreducibilisek szorzatara Q 516tt.

10. (3.5.14) Trreducibilis-e Z folott 2° + bz + 26, 327 + 6x — 18, 25 + 1, 23 + 7o — 3,
2t + 323 + 22+ 17

11. (3.5.15%) Irreducibilisek-e az alabbi polinomok a Q test f616tt? 327 — 62+ 622 + 3z — 2,
32T+ 20 +622 420 -2, 327 — 628 +62%2+22—2, 20 +1, 21642, 2*—14224+9, 2* —22+1,
307 +6x—18, 2°+4, x*+9, 2°+729, 20 —25+1, 220420, 2*+25, 20 +32, 2* +4x+1,
2t =20+ 1, st 434+, 2t a4 a2 41

12. (3.3.19) Irreducibilis-e z* + 4 illetve 2* + 9 a Q f6l6tt? Altalanositsunk!

13. (3.3.24**) Bontsuk fel z* — 1022 + 1-et R f616tt felbonthatatlanok szorzatara (segitség:
a polinomnak gycke a v/2+1/3). A kapott felbontast, és az alaptétel egyértelmiségi allitasat
kihasznélva adjuk meg a Q f6lotti felbontast is. Bizonyitsuk be, hogy ennek a polinomnak
semelyik eltoltja sem teljesiti a Schonemann—Eisenstein-kritérium feltételét.

14. (3.3.22*%*) Bizonyitsuk be, hogy ha p primszam, akkor az (x + y)? — 2P — y? polinom
oszthato p-vel Z[x, y]-ban. Vezessiik le ebbdl a kis Fermat-tételt.

15. (3.5.15%*) Legyen p prim és f(z) = 1+x+a%+...+ 2P '. Alkalmazhato-e az f(x +1)
polinomra a Schonemann-Eisenstein?



