Bsc Algebra és szamelmélet gyakorlat
Az 21., 22. és 23. eldadds-didhoz tartozo feladatsor

1. (2.5.7) Szamitsuk ki = aldbbi két polinomjanak az egyiitthatoit: (z — by)(z — bg)(x — b3)
és c(x —by)(z — by)(x — bg)(z — by).

2. (2.5.14) Hatarozzuk meg a 2z + 2x + 3 polinom komplex gyokeinek dsszegét, szorzatat,
négyzetosszegét, és a gyokok reciprokainak Osszegét.

3. (2.5.15) A gyokok és egyiitthatok osszefliggése alapjan szamitsuk ki az n-edik egység-
gyokok Osszegét, négyzetosszegét és szorzatat.

4. (2.7.16) Legyenek a,b,c az z* + 3z + 1 polinom gydkei. Irjuk fel azt a harmadfoki
polinomot, melynek gyckei a2, b2, c?, illetve a + b, a + ¢, b + c.

5. (2.7.15, HF) Hatarozzuk meg az " +x+1 polinom (komplex) gyokeinek négyzetisszegét,
kobosszegét, és a gyokok reciprokainak osszegét (n > 2).

6. Fejezziik ki a masodfoku egyenlet egyiitthatoival a gyokok kiilonbségének négyzetét.

7. (3.2.16) Osszuk el maradékosan az x® — 2 polinomot 222 + 2z — 3-mal.

8. (3.2.23) Mi a maradék, ha 2%+ 22+ 1-et osztjuk 22 +x+1-gyel? Az eredményt indokoljuk
meg szamolas nélkiil is, majd vizsgaljuk meg, hogy 2" +2" +1 mikor oszthaté z? +x + 1-gyel.

9. (3.2.24) Mi a maradék, ha x5 + 2% + 2 + 1-et osztjuk 22 + 1-gyel, illetve 2% — 1-gyel?
10. Az f(z): (z® + 1) maradékos osztédsnal a maradék x + 1. Hatarozzuk meg f(i) értékét.

11. (3.2.17) Allapitsuk meg az f(x) = 323 +62%+62+3 és a g(z) = 22* +22% 42 polinomok
kitiintetett kozos osztojat az euklideszi algoritmussal.

12. Mi lesz 2° + 1 és 2'% — 1 legnagyobb kozds osztoja?

13. (3.3.15) Mi lesz 2™ — 1 és 2™ — 1 legnagyobb kozos osztoja?

14. (2.5.11) Hatarozzuk meg x* — 23 —2+1 t&bbszords gyokeit a derivaltjanak a segitségével.
15. (3.6.7) Hatérozzuk meg x5 + x° + 52 + 423 + 8% + 42 + 4 t6bbszoros komplex gyokeit.
16. (3.6.11*) Melyek azok a polinomok, amelyek oszthatok a derivaltjukkal?

17. (*) Bizonyitsuk be, hogy a > _,_, 2" /k! polinomnak nincs t6bbszérds gyoke.

18. (2.4.14, HF) Adjunk meg a Lagrange- és a Newton-interpolaci6 segitségével is olyan
legfeljebb harmadfokt polinomot, amelyre f(0) = 3, f(1) = 3, f(4) = 15 és f(—1)=0.
Mutassuk meg Vandermonde-determinans felhasznélasaval, hogy az interpolacié mindig el-
végezhetd (a linearis egyenletrendszerben az ismeretlenek a keresett polinom egytitthatoi).

19. (2.4.22) Tegyiik fol, hogy az f € C|x] polinom minden racionalis/valos helyen racioné-
lis/valos értéket vesz f6l. Kovetkezik-e ebbdl, hogy f racionélis/valos egyiitthatos?

20. (2.6.11**) Altalanositsuk az interpolaciot tobbhatarozatlanti polinomokra. Mutassuk
meg, hogy véges test esetében minden véges sok valtozos fliggvény polinomfiiggvény.
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21. (2.4.21**) Igazoljuk, hogy n egész alappont és egész értékek esetén akkor és csak akkor
van egész egyiitthatos interpolacids polinom, ha az egyértelmtien meghatarozott legfeljebb
n — 1-ed foku racionalis egyiitthatos interpolacids polinom egész egyiitthatos.

22. (2.4.24%*%*) Tegyiik 6], hogy az f € C|x] polinom foka n, és n+ 1 egymast kovets egész
helyen egész értéket vesz fol. Igazoljuk, hogy léteznek olyan cy,. .., c, egész szamok, hogy

f(x):cn<z) +...+c0(g>, ahol (f) - x(x_l)“j'.!(x_j+1).

23. (3.3.16) Adjuk meg az dsszes olyan tizenkettedfoku valos egyiitthatos polinomot, mely-
nek az 1 + ¢ hatszoros gyoke.

24. Egy valos egytitthatos, normalt, harmadfoki polinomnak gycke az 1 4 ¢ és a konstans
tagja 2. Mi a maésik két gyoke?

25. (3.3.13) Bontsuk {6l a kovetkezd polinomokat az R {616tt irreducibilis polinomok szor-
zatdra: o — 1, 2* + 1, 2* 4+ 9, 25 — 423 + 3.

26. (*) Hany komplex, illetve valds f6l6tt irreducibilis polinom szorzatara bomlik az 2" +x+1
polinom (n > 2)7

27. Bontsuk a 2z* — 4 polinomot irreducibilisek szorzatara C és R folott.

28. Bontsuk az z'? — 4096 polinomot irreducibilisek szorzatéra C[z]-ben és R[z]-ben.

29. (3.3.21) Hatarozzuk meg a legfeljebb negyedfoku irreducibilis polinomokat Z, felett.
30. (3.9.22) Bontsuk az x'? — 1 polinomot irreducibilisek szorzatara Z, Z,, Zs és Zs felett.



